Unidad 12

e Anualidades Diferidas



Una anualidad diferida es aquella cuyo plazo no comienza sino hasta después de
haber transcurrido cierto numero de periodos de pago; este intervalo de aplazamiento
puede estar dado en afios, semestres, etc.

Supongamos por ejemplo, que se difiere 6 afios el pago de una anualidad cierta
ordinaria; en este caso los pagos comenzaran al final del sexto periodo de la anualidad
vencida:
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Ficura 8.1. Diagrama de tiempo de una anualidad diferida

La duraciéon de una anualidad diferida es el tiempo que transcurre entre el
comienzo del intervalo de aplazamiento y el final del plazo de la anualidad diferida, es
decir, comprende dos partes. La primera o preliminar se compone del tiempo
comprendido entre el momento actual y el comienzo del plazo de la anualidad (intervalo
de aplazamiento t) y la segunda por el plazo de la anualidad n.

Las anualidades diferidas pueden ser vencidas o anticipadas, dependiendo del
momento en que tiene lugar el pago.

Monto de anualidades diferidas a una tasa efectiva de interés

El monto de una anualidad diferida, bien sea vencida o anticipada, se calcula con
los mismos procedimientos que los de las anualidades vencidas o anticipadas (mismas
tasas de interés, plazo, renta, etc. ), ya que durante el intervalo de aplazamiento no se
gana interés alguno, puesto que no se entrega ningun pago durante el mismo.

Una vez transcurrido el intervalo de aplazamiento, la anualidad diferida no se
distingue de cualquier otra anualidad (vencida o anticipada) cuyo plazo ha comenzado;
es decir, las férmulas para anualidades diferidas seran las mismas que se emplearon
para calcular anualidades. vencidas y anticipadas, debiéndose observar exclusivamente
si el primer pago se efectua al final o al inicio del plazo de la anualidad diferida.

A continuacion se presentan las férmulas de los montos de anualidades diferidas,
destacando que para cada alternativa entre la frecuencia de pagos p y la convertibilidad



de la tasa m existen férmulas que permiten consultar las tablas financieras y obtener
con mas rapidez los resultados.

Calculo del monto de una anualidad diferida durante t aflos, pagadera anualmente
al final de cada ano, durante n anos, a una tasa efectiva de interés

t/Sn|i = Sn]i
o bien:
(L+iyr—1
o

(En caso de que los pagos periddicos sean de R pesos, se multiplican las
férmulas anteriores por R.)

EJEMPLO:

Después de 5 afos, y al final de cada afio, pensamos invertir $10 000.00. ;Qué

cantidad tendremos dentro de 20 afos si la tasa de interés efectiva que nos otorgan es
del 8% anual?

t/SA i =

fecha
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FicUrRa 8.2. Diagrama de tiempo del monto de la anualidad diferida vencida
anterior
DAToOS FOormMuLAS
R = 10000 1)S=RS1T|i
t=5 '
11:=15 93 S = R (1+zl)—1j|
i =0.08 i
SUSTITUCION
1) § = 10000 STS]0.0S
S = 10000 (27.1521139)
S =271521.14
1 .
2) S=10000[(1+0'08) l:l
0.08
S — 10 000 [3.1721691 — 1:\
0.08
S = 10000 (27.1521138)
S =271521.14

Por tanto dentro de 20 afios tendremos un monto de $271 521.14.



Calculo del monto de una anualidad diferida durante t anos, pagadera anualmente
al comienzo de cada aino, durante n anos a una tasa efectiva de interés

t/Sn| i = Sn) i
es decir:

t/Suli= (1 +1i)Sn|i

t/Eﬂi=(1+i)[(l+?ﬂ_1]

En caso de que los pagos periodicos sean de R pesos, se multiplican las
férmulas anteriores por R.

EJEMPLO:

Una persona de 20 afios desea invertir, desde que cumpla 30 afos, una cantidad
de $8 000.00 anuales al principio de cada afio. ; Qué cantidad habra acumulado cuando
cumpla 45 afios, si el banco le otorga una tasa de interés efectiva del 12% anual?

Fecha de
valuacién
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Ficura B.3. Diagrama de tiempo del monto de la anualidad diferida an-

ticipada anterior

o bien:

DATos - FO6rRMULAS

R = 8 000 1) S=R(1 +i)Sni

t=10

n=15 = T +i)—1

i = 0.19 2)8—R(1+1)[——i —J
SUSTITUCION

1) S =28000(1 + 0.12)81510.12
S =8000 (1.12) (37.2797147)
S = 334 026.24

2) $ =8000(1+0.12) [(1 S i 1]

0.12
S = 8000 (1,12 | 5:4735658 — 1]
0.12
S = 8 000 (1.12) (37.279715)

S = 334 026.24

Por tanto, cuando cumpla 45 afios habra acumulado $335 026.24.



Monto de anualidades diferidas a una tasa nominal de interés
capitalizable m veces al aiio

1.1 Calculo del monto de una anualidad diferida durante t anos, pagadera en
forma vencida p veces por ano, durante n anos, a una tasa de interés nominal
capitalizable m veces por aino

¥

t/Sn) i = Sn) i

yshp = L[t

B W

es decir:

En caso de que los pagos anuales sean de Ra pesos, se multiplican las formulas
anteriores por Ra.

EJEMPLO:

Cuando cumpla 22 afios un nifio que hoy tiene diez debera recibir la suma de $2
500.00 al final de cada trimestre durante 15 anos. Si esta cantidad se invierte a medida
que se recibe, de manera que produzca el 5% de interés anual convertible trimes-
tralmente, ¢ qué cantidad tendra este nifio cuando cumpla 37 afios?

Fecha de
valuacién

nnnnnnn

I W )

FiGura 8.4. Diagrama de tiempo de la anualidad diferida vencida anterior

DATos FORMULA
R = 2500 S Ra[ (1 + &) — 1
Ra = 10 000 ) 1+i”"f"—1]
Pu 4 P L( )
n =15
t=12
i™ = 0.05
m=4
- I‘(m)
i =—=0.0125
m
SusTITUCION

G 10 000 [(1 + 0.0125)5 — I:I

4 | (1+00125)"~ 1
— o 500 [(1:0125)° — 1]
1.0125 — 1
P [2.1071813 —1
0.0125
S = 2500 (88.574504)
S = 221 436.26

Por tanto, al cumplir 37 afios este nifio de diez afios recibiri
$221 436.27



1.2 Calculo del monto de una anualidad diferida durante t anos, pagadera en

forma anticipada p veces por ano, durante n anos a una tasa de interés nominal
capitalizable m veces por aino

L D) LB
t/Sn| i’ = Sn| ¥
es decir:

Pl (n)
t/Sn| ¥ = (1 + #)"Sn] ¥
o bien

L) 1 i, ol s
t/8n) it = (1 + i)y = ( ?) 1]
PL(1+i)ymr—1

En caso de que los pagos anuales sean de Ra pesos, se multiplican las formulas
anteriores por Ra.

EJEMPLO

Un sefior desea que su hija de 15 anos reciba desde que cumpla 18 afios en
forma semestral, una cantidad de $6 000.00 durante 5 afos. ¢ Cuanto habra acumulado

la hija a los 23 afios si decide invertirlos en un fondo que le proporciona el 18% anual
convertible mensualmente?

Fecha de
valuacién

'li 16 17 18 19 20 21 22 23

o
ey & o

Ficura 8.5. Diagrama de tiempo de la anualidad diferida anticipada
anterior

DAToOS FéormuLa
R = 6000 Ra g (1 +d)m™ —1
Ra = 12 000 ST R e e 1]
P =
ne=2>5
t=23
i = 0,18
m =12
irm
i = _—— = 0.015

SusTITUCION

12 000 L.
- (1 + 0,015y [ (LF 0:015) 1
2 (1 + 0.015)%= — 1

s = 000(L015) | LHR)T T L]
(1.015)° — 1

S = 6 .000(1.0934433)(15.4448719)

S = 101 328.55

Por tanto, cuando cumpla 23 afios habra acumulado $101 328.55.



El lector debe darse cuenta del hecho de que el calculo se facilita con el empleo
de las férmulas simplificadas de cada una de las distintas alternativas presentadas
entre la frecuencia de los pagos p y la convertibilidad de la tasa m, y por otra parte, que
para obtener las respuestas de las diferentes incognitas que en ellas aparecen, como
renta, tiempo, tasa de interés, etc., s6lo necesita despejarlas correctamente de la
férmula correspondiente.

Valor presente de anualidades diferidas a una tasa efectiva de interés

El valor presente de una anualidad diferida se calcula a partir de las formulas de
valor presente para anualidades vencidas o anticipadas (segun sea el caso) y traidas al
momento actual, es decir, descontadas por el intervalo de diferimiento t. Para mejor
comprension del concepto anterior se presentan los desarrollos de sus formulas.

2.1. Calculo del valor presente de una anualidad diferida durante t afios, pagadera
anualmente al final de cada aino, durante n anos, a una tasa efectiva de interés

Supdngase que se tiene una anualidad vencida de una unidad de moneda
pagadera durante n afos, pero diferida t afios; es decir, el primer pago se efectuara en
elafiot+1yelultimoenelafiot+n

Fecha de
valuacién
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FicUurRA 8.6. Diagrama de tiempo del valor presente de una anualidad dife.
rida, vencida pagadera durante n afos

Si se toma como punto de valuaciéon el ano 0, se tiene:
tfan] i =140 {4 . F(1d)em
Recordando que v' = (1 + i)' se tiene:
t/an)i = v+t + vt 4+ L+ v
factorizando el segundo miembro de la ecuaciéon por v’,
t/ian)i=v(v+ovi+ ...+ )
recordando que v + v + v* + ... + v" = An| i se tiene:
t/dn)i=7v'dn|li= (1 +1i)'An]i
Desarrollando el valor de n] i se obtiene
L=l + i)"")

4

t/amli= (1+1i)" (

Es posible obtener otra férmula para conocer el valor presente de anualidades
diferidas vencidas, si se considera la diferencia del valor presente de una anualidad
vencida pagadera durante n + t afos y el valor presente de una anualidad vencida



pagadera durante el intervalo de aplazamiento t, es decir:
t/An)i =0an + t|i — At) i
Si la renta no es unitaria, se necesitan multiplicar las expresiones anteriores por R.

EJEMPLO:

Un obrero desea que su hijo de cinco anos reciba, después de que cumpla 15
anos y en forma vencida, $18 000.00 anuales hasta que cumpla 24 afos a fin de
asegurar la terminacion de sus estudios. ¢ Cuanto debe depositar ahora, si el banco le
otorga una tasa de interés efectiva del 12% anual?

DaToS FORMULAS
R = 18 000 1) A=R(1 +i)'An]i
t =10
n=29 2) A =Rlan +t]i — at] i
i=0.12

SUSTITUCION

1) A =18000(1 + 0.12)-* @9] 0.12
A = 18 000(0.3219732)(5.3282498)
A = 30 879.97

2) A =18000 (ai0 +9]0.12 — aio] 0.12)
A = 18000 (@ 19] 0.12 — @I0] 0.12)
A = 18 000 (7.3657769 — 5.6502230)
A = 30 879.97

Por tanto, el obrero debe depositar en este momento $30 879.97

2.1. Calculo del valor presente de una anualidad diferida durante t anos, pagadera
anualmente al comienzo de cada ano, durante n ainos a una tasa efectiva de

interés
Supdngase que se tiene una anualidad anticipada de una unidad de moneda

pagadera durante n anos, pero diferida t afios, es decir, el primer pago se efectuara en
elanotyelultimoenelafot+n-1:

fecha
de
valuacién
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Ficura 8.7. Diag?ama de tiempo del valor presente de una anualidad dife-
rida anticipada pagadera durante n anos



Si se toma como punto de valuacién el afo 0, se tiene:
/A7) i = (1 + )~ 4+ (1 + §)-0 + oo 4 (] 4 §)-teomn
recordando que v = (1 + i) se tiene:
t/Anli = vt + vt 4 . 4 ptenn
factorizando el segundo miembro de la ecuacién por v’ = se tiene:
t/An)i=v'(1+ v+ ... +v") = v'dn] i

Si por otra parte. se sabe que v = (1 + i) y que (in] i es igual
(1 + i) An]i se obtiene:

t/Ani= (1 +i)*(1 + i)dn| i

w0

por tanto se tiene:
t/0n)i = (1 +i)tamn) i
desarrollando el valor de dn]i se obtiene:

t/dnli = (1 + i)t [1 = i),]

1

Es posible obtener otra férmula para conocer el valor presente de anualidades
diferidas anticipadas, si se considera la diferencia del valor presente de una anualidad
pagadera durante n + t - 1 afios y el valor presente de una anualidad pagadera durante t
- 1 anos, es decir:

t/An)i = anFI=T|i — Q=T i

Si la renta no es unitaria, se tienen que multiplicar las expresiones anteriores por
R.

EJEMPLO:

¢ Qué capital debera depositar una empresa para que al cabo de 5 afios pueda
disponer de una renta anual de $25 000.00 para trabajos de investigacion de
operaciones, pagaderos al comienzo de cada ano y durante los 10 afios siguientes, si el
banco le abona el 7% de interés anual efectivo?

DAToOS FORMULAS
R = 25000 , 1—(1+i)"
- 1)A=R(1+z)m[ (i ):l
n =10
i=0.07 2) A =R(An+t—1]i — ai—1) i)




SUSTITUCION

1. — (1 -+ 07 20
0.07

1) A =25000(1 + 0.07)5+1[

A = 25 000(0.7628952) (7.0235815)
A = 25 000(5.3582566)
A = 133 956.42

2) A =25000(ai0+5-1]0.07 — @5—1] 0.07)
A = 25000(al4] 0.07 — a4 0.07)
A = 25 000(8.7454680 — 3.3872113)
A = 25 000(5.3582567)
A = 133 956.42

Por tanto, se requieren $133 956.42,

Valor presente de una anualidad diferida pagadera a tasas nominales de interés
capitalizables m veces al aio

El valor presente de una anualidad diferida se calcula a partir de las férmulas de
valor presente para anualidades vencidas o anticipadas que trabajan a tasas nominales
de interés, (segun sea el caso), y traidas al momento actual, es decir, descontadas por
el periodo de diferimiento t.

A continuacion se presentan para mejor comprension de lo expresado
anteriormente los desarrollos de las férmulas.

1.1 Calculo del valor presente de una anualidad diferida durante t anos, pagadera
p veces al final de cada ano durante n anos, a una tasa nominal de interés
capitalizable m veces al ano

Supdngase el pago de una unidad de moneda al afo, es decir, en cada p-ésimo
de afo se pagara 1/p. Puesto que el primer pago de 1/p se hace al cabo de (t + 1/p)
anos, su valor presente a la tasa de interés i(™) capitalizable m veces por afio es:

SU 4 Eyptm = 2 (1 gyenins

El segundo pago de 1/p se efectua al cabo de (t + 2/p) y su valor presente es:
1[(1 + ¢)m-en = - (1 + §)-mt-2zms
p p

Se continua el mismo procedimiento y se observa que el penultimo pago de 1/p se
efectua dentro de (t + n - 1/p) afios, y su valor presente es:

1 1
— [ 1 + ir ml-(tim-1/p) — 1 + 7 y—mt-m(n-1/p)
p ( el 2 ( ir) »

El ultimo pago se efectua dentro de (t + n) afios y su valor presente es:



1
5 [(1 e it)m].-(twn e (1 + ir)_mt..mn

e

Si se suman los valores Ipresentes anteriores, se obtiene el valor presente de toda la
(p)

anualidad diferida cuyo simbolo es t/an| v.

Aplicando la férmula de la suma de una progresion geométrica con razén (1 + i)™ se

tiene:

1
1 (1 + ir)—mt—ni/ﬁ fa el (1 + it)-»-mf mn(l + ir)dm/r’
) p

t/an| i =

L= {1 a4t )"
factorizando el numerador:

L+ )@ +iymm1 — (1 + i)

(n)

t/dn| i =

1— (1 +v)™"

multiplicando numerador y denominador por (1 + i)m P y conmutando los términos del
segundo miembro:

(p) e (1 + if)'mf- 1 — (1 4+ i?)—mn-tl
t/aﬂ b (1 4 ir)m/:ﬂ — 1

es decir:
(p) (n)

t/an| v = (1 + )™ an)

Por tanto, para obtener valores presentes de este tipo de anualidades diferidas
vencidas, es necesario multiplicar el valor presente de las anualidades vencidas
(obtenidas por cualquiera de las formulas estudiadas en capitulos precedentes) por el
factor de descuento (1 + i')™

Si la renta anual no es unitaria, se tiene que multiplicar la
tn

férmula de t/An] ¢ por Ra.
EJEMPLO:

El testamento de una persona, estipula que un asilo recibira después de
transcurridos 10 afios, una renta trimestral de $2 500.00 durante 20 afios a pagar al
final de cada trimestre. Si el banco concede el 4% de interés capitalizable
semestralmente, encuentre el depdsito que debe hacerse en este momento.



DaTos FORMULA
2 = j Ra _ =l ™
R = 2 500 A=r—(1+z’)‘*’.”[ (3 ]
Ra = 10 000 P (1 + &) — 1
P =
t =10
n =20
itmi = 0.04
m =2
jrm)
i = — = 0.02
m
SUSTITUCION
10 000 ik i
A= (1 + 0,02)-ts0 | L Z(1 + 0.02)-200
(1 + 0.02)** — 1

A = 2500(1.02)- %1_02()1793)_1]

— 0.4528904
0099505 — 1 ]

>
i

. 2500(0.6729713) [11
92 505.17 '

=N
I

Por tanto, el depdsito debe ser de $92 505.17.

Para encontrar el valor de alguna de las incégnitas que se pueden presentar en
problemas de valor presente de anualidades diferidas, como la renta, el tiempo, el
interés, etc., sélo es necesario despejarlas adecuadamente de la formula general.

Calculo del valor presente de una anualidad diferida durante t ainos, pagadera p
veces al comienzo de cada ano durante n anos, a una tasa de interés nominal
capitalizable mm veces por aino

Supongamos el pago de una unidad de moneda al afo, es decir, en cada p-
ésimo de ano se pagara 1/p.

Puesto que el primer pago de 1/p se hace al cabo de t afos, su valor presente a
la tasa de interés nominalj(-) capitalizable m veces por afio es:

1 1
_[(] _+.z'r)m-t=__ 1 + §7)-m¢
3 ] 3 (it £7)
El segundo pago de 1/p se hace al cabo de (t + 1/p) anos y su valor presente es:
1 1
Bl [(1 -+ i.r)m -(¢+1/p) — 1 4 ir -mt-m/p

Se continua el mismo procedimiento y se observa que el ultimo pago de 1/p se efectua
dentro de (t + n - 1/p) afios, y su valor presente es:



: 1
= [(1 + 3 m]—(hnfl‘fyl =—(1 + ¢)-mt-mnim/p
= [(1+#) S+ D)

Si se suman los valores presentes anteriores, se obtendria el
D)
valor presente de la anualidad diferida anticipada t/dn] .

Aplicando la férmula de la suma de una progresiéon geomeétrica
con razéom (1 + #)-™/* se tiene:

1 1
i (1 -+ 1'_1')71@1,‘[5 (1 + it)m(—mrwm/p] (1 + i,)_,m/p

L)

t/dn) i’ = T
1 1
s (1 -4 i.!)fmt P (1 + z")~mt mn
) p p
t/dn) i =

1— (1 +¢)™r
factorizando el numerador:

.(p) 1+ ¢ —mt 1 — (1 + ¢)ym
t/n| i = ( e [: ( 1 ) :|
p 1= (1 &)ymr

multiplicando numerador y denominador por (1 + #)™? y conmu-

tando los términos del segundo miembro:

e e (1 + i’)"”‘(l + i!)m-/-p 1 2= (1 + ir)gmn:l
t/an] i = - = 1

Es decir:
L) (p)
t/an| i = (1 +v)™am| v
Por tanto, para obtener valores presentes de este tipo de anualidades diferidas
anticipadas, es necesario multiplicar el valor presente de las anualidades anticipadas
(obtenidas por cualquiera de las formulas estudiadas en capitulos precedentes) por el
factor de descuento (1 + i")™

Si la renta anual no es unitaria, se tiene que multiplicar la férmu-
..(p)
la de t/dn| i, por Ra.
EJEMPLO:

¢ Qué capital debera depositar una fundacion cientifica er un banco para que al
cabo de 20 afos pueda disponer de una renta semestral de $125 000.00 para trabajos
de investigacion, pagadera al comienzo de cada semestre, durante los 25 afios
siguientes, si el banco le abona el 4% de interés capitalizable trimestralmente?



Daros FORMULA
R = 125000 y o S iy 4 g
= A= 1 4+ @¢)ymi(1 + 49 ymse )
Ra = 250 000 & Je i
pP=2
t =20
n =25
i = 0.04
m =4
irm)
V=—=10.01
m
SusTITUCION
250 000 e
A__-__Q——(l+0-01)_20x‘(1+0.01)4‘/2 1 (1+0.01) 2
(1+0.01)—1
A = 125000(1 + 0.01) *(1 + 0.01)® [ 1 =1 + 0,01)-100]
g (1 +0.01)7 —1
A = 125 000(0.4511179)(1.0201) | “0'3697112]
1.0201 — 1
A =125 000(0.4601854 )(31.3576517)
A = 1803 791.69

Por tanto, se requieren $1 803 791.69 como depdsito.

Es importante destacar como se facilita el calculo con el empleo de las formulas
simplificadas de cada una de las distintas alternativas presentadas entre la frecuencia
de los pagos p y la convertibilidad de la tasa m, por otra parte, es posible obtener la
férmula de cualquier incognita como la renta, el tiempo, la tasa de interés, etc.,
despejando correctamente sus valores de la férmula correspondiente.

Ejercicios:

1) ¢Qué renta semestral se recibira durante 6 afios, habiéndose invertido un capital
de $120 000.00 con una tasa del 8% convertible semestralmente, si se desea
recibir el primer pago dentro de 8 afos?

2) ¢Qué cantidad habra que invertir para asegurar una renta de $150000.00 al
comienzo de cada aio durante 5 afios, debiéndose recibir el primer pago dentro
de 7 afos? Supdngase que el interés es del 6% capitalizable anualmente.

3) Si se ha hecho una inversion de $104 293.70 al 7% convertible semestralmente,

para recibir $16 000.00 al principio de cada semestre durante 7 afos, ¢ cual es el
tiempo de aplazamiento de la anualidad para recibir la renta semestral deseada?



