Capitulo
ARBOLES

6.1 INTRODUCCION

Hasta el momento sélo se han estudiado estructuras de datos lineales, tanto estaticas
como dindmicas: a cada elemento siempre le sucede o le precede como maximo otro
elemento. Al estudiar la estructura de datos arboles se introduce el concepto de ramifi-
cacién entre componentes o nodos. Es decir, a un elemento le pueden preceder o suceder
varios elementos.

Los drboles son las estructuras de datos no lineales y dinamicas de datos mis im-
portantes del drea de computacién. Dindmicas, puesto que las mismas pueden cambiar
tanto de forma como de tamafio durante la ejecucién del programa. No lineales, puesto
que cada elemento del 4rbol puede tener mds de un sucesor. Los arboles balanceados
0 AVL son la estructura de datos mds eficiente para trabajar con la memoria principal
—interna— del procesador, mientras que los drboles B y, especialmente la versién B*,
representan la estructura de datos mds eficiente para trabajar en memoria secundaria o
externa.

En la tabla 6.1 se presentan las principales estructuras de datos clasificadas de
acuerdo con su capacidad para cambiar en forma y tamafo, durante la ejecucién del
programa.

Es de observar que las pilas y colas no fueron consideradas en esta clasificacién,
puesto que dependen de la estructura que se utilice para implementarlas. Si se usan
arreglos, se tratardn como estructuras estéticas. Si se implementan con listas, serdn es-
tructuras dindmicas. En ambos casos son lineales.

En la tabla 6.2 se presentan las principales estructuras de datos clasificadas segiin
la distribucién de sus elementos.

=umuras de datos _
=5 y dindmicas Arreglos Listas

Registros Arboles

Graficas
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Estructuras de datos
lineales y no lineales

6.2.1

ARBOLES

Arreglos Arboles
Registros Griéficas
Pilas

Colas

Listas

6.2

Un drbol se puede definir como una estructura jerdrquica aplicada sobre una coiz
cién de elementos u objetos llamados nodos, uno de los cuales es conocido como ras
Ademds se crea una relacién o parentesco entre los nodos dando lugar a términos com
padre, hijo, hermano, antecesor, sucesor, ancestro, etcétera.

Formalmente se define un drbol de tipo 7 como una estructura homogénea ==
sultado de la concatenacién de un elemento de tipo 7T con un niimero finito de arbs
les disjuntos, llamados subarboles. Una forma particular de arbol es el drbol vacs
Los 4rboles son estructuras recursivas, ya que cada subérbol es a su vez un drbol.

Los arboles se pueden aplicar para la solucién de una gran cantidad de problemz
Por ejemplo, se pueden utilizar para representar férmulas mateméticas, para registra
historia de un campeonato de tenis, para construir un arbol genealégico, para el anal:
de circuitos eléctricos y para enumerar los capitulos y secciones de un libro.

Un drbol se puede representar de diferentes formas y todas ellas se consideran ecz
valentes. En la figura 6.1 se presentan cinco notaciones diferentes correspondientes z =
mismo arbol. En la figura 6.1a se utiliza un diagrama de Venn; en la figura 6.15 la =
dacién de paréntesis; en la figura 6.1c la notacién decimal de Dewey; en la figura 6.1< :
notacién indentada, y, por dltimo, en la figura 6.1¢ un grafo. Esta tltima representac:
es la que cominmente se utiliza, y ha originado el término &rbol por su parecido abstrx
to con el vegetal —raiz, ramas, hojas—, a pesar de que la raiz se dibuja arriba, aunc=
en el vegetal se encuentre abajo.

En el grafo se distinguen nodos —circulos— y arcos —lineas con flechas—. L
primeros se usan para almacenar la informacién y los dltimos para establecer la relac:
entre los nodos. En el ejemplo de la figura 6.1¢ los nodos guardan letras y los arc
permiten ir de ciertos nodos a otros.

La estructura tipo 4rbol tiene ciertas caracteristicas y propiedades que la distinguen
continuacién se presentan las mas importantes:

Todo 4rbol que no es vacio tiene un tnico nodo raiz.
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a) b)
1.A,1.1.B,1.1.1.D, 1.1.1.1.7, 1. 1.2.E, 1.1.3.F, 1.1.3.1.J,1.1.32.K,1.2.C, 1.2.1.G, 1.2.2.H, 1.2.2.1.L
)

d) e)

s Tyrmas de representar una estructura de &rbol. @) Diagramas de Venn. b)
wecor 22 paréntesis. ¢) Notacion decimal de Dewey. d) Notacidn indentada. e} Grafo.

Un nodo X es descendiente directo de un nodo Y, si el nodo X es apuntado por el
nodo Y. En este caso es comiin utilizar la expresién X es hijo de Y.

Un nodo X es antecesor directo de un nodo Y, si el nodo X apunta al nodo Y. En este
caso es comtin utilizar la expresién X es padre de Y.

Se dice que todos los nodos que son descendientes directos —hijos— de un mismo
nodo —padre— son hermanos.

Todo nodo que no tiene ramificaciones —hijos—, se conoce con el nombre de ter-
minal u hoja.

Todo nodo que no es rafz ni terminal u hoja se conoce con el nombre de interior.
Grado es el nimero de descendientes directos de un determinado nodo.

Grado del arbol es el maximo grado de todos los nodos del drbol.

Nivel es el nimero de arcos que deben ser recorridos para llegar a un determinado
nodo. Por definicion la raiz tiene nivel 1.

Altura del arbol es el méximo nimero de niveles de todos los nodos del 4rbol.
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A continuacién se presenta un ejemplo para clarificar estos conceptos.
Ejemplo 6.1 Dado el drbol general de la figura 6.2, se puede afirmar lo siguiente:
A es laraiz del 4rbol.

B es hijo de A.
Ces hijode A.
D es hijode B.
E es hijo de B.
L es hijo de H.

A es padre de B.
B es padre de D.
D es padre de I.
Ces padre de G.
H es padre de L.

By C son hermanos.
D, E y F son hermanos.
G y H son hermanos.

J y K son hermanos.

L E,J, K, Gy L son nodos terminales u hojas.
B, D, F, C'y H son nodos interiores.

El grado del nodo A es 2.
El grado del nodo B es 3.
El grado del nodo Ces 2.
El grado del nodo D es 1.
El grado del nodo E es 0.
El grado del 4rbol es 3.

El nivel del nodo A es 1.
El nivel del nodo B es 2.
El nivel del nodo D es 3.
El nivel del nodo C es 2.
El nivel del nodo L es 4.

La altura del arbol es 4.

i : - Se define la longitud de camino del nodo X como el nimero de arcos que se deber =
Riied s B correr para llegar desde la raiz hasta el nodo X. Por definicién la raiz tiene longituc
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camino 1, sus descendientes directos longitud de camino 2 y asi sucesivamente. Consi-
dere el arbol de la figura 6.2. El nodo B tiene longitud de camino 2, el nodo 7 longitud
de camino 4 y el nodo A longitud de camino 3.

La longitud de camino interno (L.CI) del 4rbol es la suma de las longitudes de camino
de todos los nodos del arbol. Esta medida es importante porque permite conocer los
caminos que tiene el drbol. Se calcula por medio de la siguiente férmula:

h ,
LCi= Z"f * Férmula 6.1

i=1

donde i representa el nivel del drbol, / su altura y n, el nimero de nodos en el nivel i.
La LCI del 4rbol de la figura 6.2 se calcula de esta forma:

LCI=1*1+2*2+5%3+4*4=36
Ahora bien, la media de la longitud de camino interno (LCIM) se calcula divi-
diendo la LCI entre el nimero de nodos del arbol (n). La media es importante porque
permite conocer, en promedio, el nimero de decisiones que se deben tomar para llegar
a un determinado nodo partiendo desde la raiz. Se expresa:
LCIM = LClUn Férmula 6.2

La LCIM del arbol de la figura 6.2 se calcula como se muestra a continuacion:

LCIM =36/3 =3

VIALOGACION _

(R R4
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Para definir la longitud de camino externo de un drbol es necesario primero explicar
conceptos de drbol extendido y nodo especial.

Un 4rbol extendido es aquel en el que el nimero de hijos de cada nodo es iguz
grado del arbol. Si alguno de los nodos del arbol no cumple con esta condicién, en:
ces deben incorporarse al mismo tantos nodos especiales como se requiera para li=:
a cumplirla.

Los nodos especiales tienen como objetivo remplazar las ramas vacias o nulas
pueden tener descendientes y normalmente se representan con la forma de un cuadras
En la figura 6.3 se presenta el arbol extendido de la figura 6.2. El niimero de nodos *
peciales de este 4rbol es 25.

Se puede definir ahora la longitud de camino externo (LCE) de un érbol com
suma de las longitudes de camino de todos los nodos especiales del drbol. Se calculz :
medio de la siguiente férmula:

A+l
LCE = Znei *i Férmula

=2

donde i representa el nivel del drbol, 4 su altura y ne, el niimero de nodos especiale:
el nivel i. Observe que i comienza desde 2, puesto que la raiz se encuentra en el niv=
y no puede ser un nodo especial.

La LCE del arbol de la figura 6.3 se calcula de esta manera:

LICE=1*2+1*3+11*44+12*5=109

Ahora bien, la media de la longitud de camino externo (LCEM) se calcula &
diendo la LCE entre el niimero de nodos especiales del 4rbol (ne). Observe el lecter

¢ siguiente férmula:
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LCEM = LCE/ne. Formula 6.4
e indica el ndimero de arcos que se deben recorrer en promedio para llegar, partiendo desde
la rafz, a un nodo especial cualquiera del arbol.
La LCEM del 4rbol de la figura 6.3 se calcula de la siguiente manera:
LCEM = 109/25 = 4.36

El siguiente ejemplo clarificar4 los conceptos de longitud de camino interno y ex-
terno.

Semplo 6.2 Dado el arbol general de la figura 6.4 y el arbol extendido de la figura 6.5 se calcula la
longitud de camino interno:

= B/i\’l)

ICI=1%1+3*2+9*3=34
La media de la longitud de camino interno:

LCIM =34/13 = 2.61

/ \
/f\\ /1\\ NN

== =2=ndido.

D S S N N N N N

La longitud de camino externo:

LCE=1*2+3%3+36*4=155
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La media de la longitud de camino externo:

LCEM = 155/40 = 3.87

6.3

Un 4rbol ordenado es aquel en el cual la distribucién de las ramas sigue un cierto ==
Los arboles ordenados de grado 2 son de especial interés en el drea de la compuzx
porque permiten representar la informacién relacionada con la solucién de muchcs »
blemas. Estos drboles son conocidos con el nombre de arboles binarios.

En un 4rbol binario cada nodo puede tener como médximo dos subérboles y és
distinguen entre si como el subarbol izquierdo y el subarbol derecho, segiin su ubica
con respecto al nodo raiz.

Formalmente se define un arbol binario tipo T como una estructura homes
nea, resultado de la concatenacién de un elemento de tipo 7, llamado raiz, ces =
arboles binarios disjuntos, llamados subarbol izquierdo y subarbol derechs
arbol binario especial es el arbol vacio.

Los arboles binarios tienen miltiples aplicaciones. Se les puede utilizar pe:
presentar la solucién de un problema para el cual existen dos posibles altern=
(4rbol de decisiones), para representar un arbol genealégico (construido en f==
ascendente y donde se muestran los ancestros de un individuo dado), para repress
la historia de un campeonato de tenis (construido en forma ascendente y donde =
un ganador, 2 finalistas, 4 semifinalistas y asi sucesivamente) y para represeniz
presiones algebraicas construidas con operadores binarios. Esto sélo por citar alz=
de sus multiples usos.

En la figura 6.6 se muestran tres diagramas correspondientes a una estruciz=
rbol binario. En la figura 6.6a hay un arbol binario de bisqueda (esta variante s
sentard con detalle mds adelante), en la figura 6.6b el drbol binario que represe=
expresion (A * B) + (C/D) ~ 3.5 y en la figura 6.6¢ un arbol genealégico.

Los édrboles ordenados de grado mayor a 2 representan también estructurz
portantes. Se conocen con el nombre de arboles multicaminos y serdn estudiadcs =
adelante en este mismo capitulo.
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6.3.1

Dos 4rboles binarios son distintes cuando sus estructuras —Ila distribucién de wm
arcos— son diferentes. En la figura 6.7 se presentan dos ejemplos de drboles ==

distintos.
A
Arboles binarios distintos. / \
A A B C . B
B B D C D
a) b)

Dos arboles binarios son similares cuando sus estructuras son idénticas. m=

informacién que contienen sus nodos difiere entre si. En la figura 6.8 se presem=
ejemplos de drboles binarios similares.

A P
Arboles binarios similares. / \ / \\
A A B C R
B D D
a) b)

Por dltimo, los drboles binarios equivalentes se definen como aquellos g
similares y ademds los nodos contienen la misma informacién. En la figura 6.9 sz =
tran dos ejemplos de 4rboles binarios equivalentes.

Arboles binarios equiva-

NN

A A

e /

B B D

a) b)
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Con el fin de clarificar los conceptos anteriores, se presenta el siguiente ejemplo.

Zemplo 6.3 Dados los 4rboles binarios de la figura 6.10, se puede afirmar lo siguiente:

A A
smm= narios distintos, ;
ma== ¢ equivalentes. / \
B c X L
D N
a) b)
A A
B C B <
D D
) d)

El drbol de la figura 6.10c es distinto de los drboles de la figura 6.10a, 6.10b y
6.10d.

Los drboles de la figura 6.10a, 6.10b y 6.10d son similares.

Los arboles de la figura 6.10a y 6.10d son equivalentes.

Se define un arbol binario completo (ABC) como un 4rbol en el que todos sus nodos,
excepto los del dltimo nivel, tienen dos hijos: el subdrbol izquierdo y el subérbol dere-
cho. En la figura 6.11 se presentan dos ejemplos de 4rboles binarios completos.
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! A
Arboles binarios comple-
tos. a) De altura 3. b) De
altura 4.
B C
E F

/ N\

D G

NS

/ N\

D G

b)

El nimero de nodos de un arbol binario completo de altura h, se puede calce
aplicando la siguiente férmula:

NUMERO DE NODOS(ABC) = 2" -1 Férmula «

Asf, por ejemplo, un 4rbol binario completo de altura 5 tendrd 31 nodos, ur
altura 9 tendrd 511 nodos y un arbol de altura 17 tendrd 131 071 nodos.

Cabe aclarar que existen algunos autores que definen un 4rbol binario comple:
otra forma y otros que utilizan el término lleno para referirse a lo que en este libr
denomina completo.

6.3.3 Representacion de arboles generales como binarios

Los drboles binarios, por las razones ya mencionadas, se aplican en la solucién cor=
tacional de muchos problemas. Ademds, su uso se ve favorecido por su dinamism
no linealidad entre sus elementos y por su sencilla programacién. Por lo tanto, res.
muy (til poder convertir arboles generales, con 0 a n hijos, en 4rboles binarios.

En esta seccién se dardn los pasos necesarios para lograrlo. Considere el 4rbo! :
neral de la figura 6.12a. Las operaciones que se deben aplicar para lograr la conver
del 4rbol general al arbol binario correspondiente son las siguientes:
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Enlazar los hijos de cada nodo en forma horizontal —los hermanos—.

Relacionar en forma vertical el nodo padre con el hijo que se encuentra mas a la
izquierda. Ademds, se debe eliminar el vinculo de ese padre con el resto de sus
hijos.

Rotar el diagrama resultante, aproximadamente 45 grados hacia la izquierda, y as{
se obtendra el drbol binario correspondiente.

En la figura 6.12b se visualiza el arbol luego de aplicar los dos primeros pasos. En
la figura 6.12¢ se observa el drbol binario, obtenido luego de aplicar el tercer paso.

B C
/ l \ ~
z E F G H !
/ \ / B — 1 C
J K '3
D — E — F by— §
2 l | |
o l J — 1 K L
/ ;
/ :
D \ C
{ E G
F H
J L
s 32 un arbol
=% = = 4rbol binario.
= m=e2ral, b) Arbol
=0 de aplicar ;
= " y2. ¢ Arbol &

e =30 de aplicar el

c)
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Ejemplo 6.4 Dado como dato el 4rbol general de la figura 6.134, se debe convertir a un arbol bz
En la figura 6.13b se observa una grifica del arbol luego de aplicar los dos primer *
sos. En la figura 6.13c se observa el drbol binario que se obtiene luego de que se =+
el tercer paso.

FIGURA 6.13

Conversion de un arbol
general en un arbol binario.

a) Arbol general. b) Arbol
binario luego de aplicar
los pasos 1y 2. ¢) Arbol
binario luego de aplicar el

paso 3.
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Observe que para todo nodo de un arbol binario, generado a partir de un drbol ge-

neral, se debe cumplir lo siguiente:

Si la rama derecha de cada nodo, excepto el nodo raiz, es distinta de vacio se en-
cuentra un nodo que era hermano de éste en el arbol general. De la figura 6.13¢
podemos deducir que C era hermano de B. Aplicando el mismo criterio deducimos
también que D era hermano de C'y, por lo tanto, por transitividad, hermano de B.
Otras deducciones que se pueden realizar observando la figura 6.13¢ son las si-
guientes:

E y F eran hermanos.
M y N eran hermanos.
H, I, Jy K eran hermanos.

Es de notar que los hermanos se encuentran en la grafica en una linea oblicua

continua, orientada 45 grados hacia la derecha. En la figura 6.14 se presentan tres
diagramas diferentes donde se pueden observar algunos ejemplos.

.
. .
o ‘ H
.
. \

e ™ e . N
~ . C ~ ° l\\ E i - 3 \ . .
. o b . A . .
\\‘ A “\, F ", N J
, K »
a) b) o)

En la rama izquierda de cada nodo —si ésta es distinta de vacio— se encuentra un
nodo que era hijo de éste en el drbol general. De la figura 6.13¢ podemos deducir
que E era hijo de B 'y como por (1) F era hermano de E, podemos afirmar que F era
también hijo de B. Otras deducciones que se pueden realizar observando la figura
6.13c son las siguientes:

B, Cy D eran hijos de A.
M y N eran hijos de G.
G era hijo de C.

Es de notar que los hijos de un nodo se encuentran en la grafica, primero en una

linea oblicua continua orientada 45 grados hacia la izquierda y luego en una linea con-
tinua oblicua orientada 45 grados hacia la derecha. En la figura 6.15 hay tres diagramas
diferentes donde se observan algunos ejemplos.
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6.3.4

Bosque de arboles generales.

4 Arsotes

En la figura 6.15b no existe linea oblicua orientada hacia la derecha porque G =
unico hijo del nodo C.

’ . , . . L,
» . . ~ .
o . . B B
] . . . , ,
g N ’ . .
B B . . C b 3 <
’ 4 - ’ N N
’ ’ ’, Y ~
. ’ . , .
. . . N .
’ 4 i ’ .~ ~
’ g ’ ’ ~ ~
’ i ‘ . .~ .
E L { (; , . .
N \ AN . . .
N .~ " ~ ~
\‘ Y ~ ’ ‘\ N
N ~ A ’ .~ S
N ~ A . .~ >
. . N . N J .
‘\ 1 ‘ . l‘ \\
. e AN N ~
. . . \
~ . ~
~ ¢ ~
.
* 4 * K
-~ ’ .
. .
~ .
.
.
N
N
.
.

Un bosque representa un conjunto normalmente ordenado de uno o més drboles g=
rales. Es posible utilizar el algoritmo de conversi6n analizado en la seccién anterics. =
algunas modificaciones, para generar un 4rbol binario a partir de un bosque.

Considere por ejemplo el bosque, formado por tres drboles generales, de la £z=
6.16. Los pasos que se deben aplicar para lograr la conversién del bosque a un ==
binario son los siguientes:

e POAN

E/ \F

\ /N i

G K L M
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Enlazar en forma horizontal las raices de los distintos 4rboles generales.
Relacionar los hijos de cada nodo —los hermanos— en forma horizontal.

Enlazar en forma vertical el nodo padre con el hijo que se encuentra més a la iz-
quierda. Ademds, se debe eliminar el vinculo del padre con ¢l resto de sus hijos.
Rotar el diagrama resultante aproximadamente 45 grados hacia la izquierda y asf se
obtendra el 4rbol binario correspondiente.

En la figura 6.17a se muestra el 4rbol luego de aplicar los tres primeros pasos. En la
figura 6.17b se observa el drbol binario obtenido luego de que se realiza el cuarto paso.

wesn de un bosque en arbol binario. a) Arbol binario luego de aplicar los pasos 1,
= 3 Arbol binario luego de aplicar el paso 4.

A > H > P
! l l
B — C — D i — J Q — R — §
i l 1 i1
E — F G K — L — M T
l
a) U— X

N,
SN/

Y N% 7
AR
N T

L\M U\X :

b)
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Ejemplo 6.5 Dado como dato el bosque de la figura 6.18a, se desea convertirlo a un drbol binari:
En la figura 6.18b se observa una gréfica del arbol luego de aplicar los tres primer:
pasos. En la figura 6.18¢ se puede apreciar el arbol binario que se obtiene luego de g
se aplica el cuarto paso.

FIGURA 6.18

Conversian de un bosque en arbol binario. a) Bosque. b) Arbol luego de aplicar el prime-
ro, segundo y tercer pasos. ) Arbol binario luego de aplicar el cuarto paso.

a)

é?
el
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Es de notar que para todo nodo de un drbol binario, que se obtiene a partir de un
bosque, se cumplen los dos incisos sefialados en la conversién de un drbol general en
un 4rbol binario.

Las dos maneras més comunes de representar un drbol binario en memeoria son:

Por medio de datos tipo puntero, también conocidos como variables dindmicas.
Por medio de arreglos.

En este libro se explicard y utilizard la primera forma, puesto que representa la mas
natural para tratar una estructura de datos de este tipo.

Al final del capitulo se presentard una breve introduccién a los 4rboles, desde el
punto de vista del paradigma orientado a objetos. Sin embargo, lo que se estudiard a
continuacién sigue siendo vélido para las clases. Como en las otras estructuras de datos
presentadas en este libro, los conceptos explicados son los fundamentos requeridos para
el uso de las mismas, independientemente del paradigma y del lenguaje utilizado para
su implementacién.

Los nodos del drbol binario se representan como registros. Cada uno de ellos con-
tiene como minimo tres campos. En un campo se almacenard la informacién del nodo.
Los dos restantes se utilizardn para apuntar los subérboles izquierdo y derecho, respec-
tivamente, del nodo en cuestion.

Dado el nodo T:

T 1ZQ INFO DER

En él se distinguen tres campos:

I1ZQQ: es el campo donde se almacena la direccién del subéarbol izquierdo del nodo
I

INFO: representa el campo donde se almacena la informacién del nodo. Normal-
mente en este campo y en el transcurso de este libro se almacenard un valor simple:
nimero o cardcter. Sin embargo, en la prictica es comin almacenar en este campo
cualquier tipo de dato.

DER: es el campo donde se almacena la direccién del subdrbol derecho del nodo T.

La definicién de un 4rbol binario en lenguaje algoritmico es como sigue:

ENLACE =*NODO

NODO =REGISTRO
[ZQ: tipo ENLACE
INFO: tipo de dato
DER: tipo ENLACE

{Fin de la definicién}
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Nota: Es importante observar que se utiliza el simbolo A para representar el cos
cepto de dato tipo puntero.

Considere el 4rbol binario de la figura 6.194, que representa la expresion algebrai=
(A * B) + (C/ D)~ 3.5. Su representacién en memoria es como la que se muestra en k&
figura 6.195.

Note el lector que en la figura 6.195 se utiliza el término NIL para hacer referenc=
al 4rbol vacio.

Representacién de un rbol binario en memoria.a) Arbel binario. b) Su representacién

en memoria.

/

A

6.3.6

\.B 1/

AN

3.5

NIL NIL NIL NIL . NIL NI

NIL NIL NIL NIL
b)

Como todas las estructuras de datos, los 4rboles tienen asociadas ciertas operacie-
nes. A continuacién se presentan los algoritmos de algunas de estas operaciones y ms
adelante, cuando se estudien otros tipos de drboles, se explicardn otras.

Una de las operaciones bésicas de un 4rbol binario es la creacién del mismo en mems-
ria. Un algoritmo muy simple para formar un 4rbol, por medio de la creacién dindmi=
de nodos y la asignaci6n a éstos de informacién, es el que se muestra a continuacion:



{El algoritmo crea un 4rbol binario en memoria. APNODO es una variable de tipo ENLACE
—puntero a un nodo—. La primera vez APNODO se crea en el programa principal}

{INFO, IZQ y DER son campos del registro NODO. INFO es de tipo cardcter. IZQ y DER
son de tipo puntero. Las variables RESP y OTRO son de tipo caricter y de tipo ENLACE,
respectivamente }
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Crea_arbol

Leer APNODOA.INFO {Lee la informacién y se guarda en el nodo}
Escribir “;Existe nodo por izquierda: 1(Sf) — 0(No)?”
Leer RESP A
Si (RESP = “S{) !
entonces
Crear(OTRO) {Se crea un nuevo nodo}
Hacer APNODOAIZQ < OTRO
Regresar a Crea_érbol con APNODOA.IZQ {Llamada recursiva} !
si no
Hacer APNODOA.IZQ «— NIL
{Fin del condicional del paso 4}
Escribir *“; Existe nodo por derecha: 1(S{) - O(No)?”
Leer RESP
Si (RESP = “S1™)
entonces
Crear(OTRO) {Se crea un nuevo nodo}
Hacer APNODOA.DER < OTRO
Regresar a Crea_arbol con APNODOM.DER {Llamada recursiva} .
si no
Hacer APNODO”.DER <« NIL
{Fin del condicional del paso 8}

e

- Lin e e 5 —p——— = 1——'—\-“

Una vez que se crea el drbol binario, se pueden realizar otras operaciones sobre

sus elementos: recorrer todos los nodos, insertar un nuevo nodo, eliminar alguno de los
existentes o buscar un valor determinado.

Una de las operaciones mas importantes que se realiza en un arbol binario es el reco-

rrido de los mismos. Recorrer significa visitar los nodos del drbol en forma ordenada, de
tal manera que todos los nodos del mismo sean visitados una sola vez. Existen tres for-
mas diferentes de efectuar el recorrido y todas ellas de naturaleza recursiva; éstas son;

Recorrido en preorden
Visitar la rafz
Recorrer el subérbol izquierdo
Recorrer el subdrbol derecho

Recorrido en inorden
Recorrer el subarbol izquierdo




198 Capitulo 6 < Arsotes

Visitar la raiz
Recorrer el subarbol derecho

Recorrido en posorden
Recorrer el subdrbol izquierdo
Recorrer el subarbol derecho
Visitar la raiz

En la figura 6.20 se muestran tres arboles binarios con el resultado que se obu==
al efectuar los diferentes tipos de recorrido. En este ejemplo, la visita del nodo imp:
la impresién de su contenido.

Note que en un drbol binario que representa una expresion algebraica, por ex=
plo, el drbol de la figura 6.20c, la impresién de la informacién de sus nodos, usands
recorrido preorden, produce la notacién polaca prefija. En el caso del recorrido inorz=
se obtiene la notacién convencional y, por tltimo, €l recorrido posorden produce lz
tacién polaca posfija. Aunque, cabe aclarar, sin los paréntesis respectivos que indica
precedencia de los distintos operadores.

PREORDEN:ABDECFG

Arboles binarios y sus a INORDEN: DBEAFCG

recorridos. / \ .

POSORDEN:DEBFGCA

B C
E F

D G

a)

PREORDEN:ABDGKCEHI?

/ \ INORDEN: GKDBAHEICF.
POSORDEN: K GDBHIEJFC
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PREORDEN: +*AB*/CD3.5

+
/ \ INORDEN: A * B+/D 3.5
. P POSORDEN: AB* CD /3.5

A/ \B // \3.5

C/ \D

Se analizan a continuacién los algoritmos que efectian los diferentes tipos de reco-
rridos en un 4rbol binario.

Preorden

{Este algoritmo realiza el recorrido preorden de un 4rbol binario. APNODO es un dato de tipo
ENLACE —puntero a un nodo—}
{INFO, IZQ y DER son campos del registro nodo. INFO es una variable de tipo caricter. IZQ
y DER son variables de tipo puntero}
Si (APNODO = NIL) entonces
Visitar el APNODO {Escribir NODOA.INFO}
Regresar a Preorden con APNODOMIZQ
{Llamada recursiva a Preorden con la rama izquierda del nodo en cuestién}
Regresar a Preorden con APNODOA.DER
{Llamada recursiva a Preorden con la rama derecha del nodo en cuestién}
{Fin del condicional del paso 1}

Nota: Cabe destacar que el término visitar se puede reemplazar por cualquier otra
instruccién vélida, por ejemplo escribir, sumar o comparar la informacién del nodo.
Note que esta aclaracién se aplica también para los otros tipos de recorridos.

En la siguiente tabla se presentan los pasos necesarios para obtener el recorrido preor-
den del arbol binario de la figura 6.20 a), utilizando el algoritmo 6.2.

En la columna Pila: rama pendiente de visitar, la llamada (N) indica el orden en
el cual las ramas pendientes de visitar se introdujeron en la pila. En la columna Nodo
actual la llamada (N) sefiala la rama que se extrajo de la pila. Observe el lector que el
orden en que los nodos se visitaron es:

A-B-D-E-C-E-G
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Recorrido preorden :
A A ANIZQ — B AMDER — C (1)

1

2 B B BrNIZQ— D BA"DER — E (2)

3 D D DA IZQ — NIL D”DER — NIL (3)

4 NIL

5 (3) NIL

6 Q) E E ENIZQ — NIL E~DER — NIL (4)

7 NIL

8 (4) NIL

9 1 c C CrNIZQ—F CADER — G (5)
10 F F FAIZQ — NIL F~.DER — NIL (6)
11 NIL
12 (6) NIL
13 ®) G G GMZQ — NIL G~DER — NIL (7)
14 NIL
15 (7) NIL

Inorden

{Este algoritmo realiza el recorrido inorden de un 4rbol binario. APNODO es un registro &
tipo ENLACE —puntero a un nodo—}

{INFO, IZQ y DER son campos del registro nodo. INFO es una variable de tipo carcter. [Z0
y DER son variables de tipo puntero}

Si (APNODO = NIL) entonces
Regresar a Inorden con APNODON.IZQ
{Llamada recursiva a Inorden con la rama izquierda del nodo en cuestién}
Visitar el APNODO {Escribir APNODOA.INFO}
Regresar a Inorden con APNODO”.DER
{Llamada recursiva a Inorden con la rama derecha del nodo en cuestion}
. {Fin del condicional del paso 1}

Ejemplo 6.8 En la tabla 6.4 se muestra la generacién del recorrido inorden del 4rbol de la figes
6.20a, usando el algoritmo 6.3.



=0 inorden
] A ANIZQ — B ADER ¢ g;
) 5 BAIZQ — D gA,DER —E S;
3 D DAMIZQ — NIL gA'DER — NIL g
4 NIL D(6)
(5) NIL B(4)
EAIZQ — NIL 7
6 @3) E EAIZQ — NIL a Q 28;
NIL E(8)
(7) NIL AQ2)
CADER —» G 9
9 ) C CrNZQ—F c (1(0;
FADER — NIL 11
10 F FAIZQ — NIL i El 2;
11 NIL F(12)
12 (IDNLL C(10)
3 © G GMIZQ — NIL gA'DER — NIL 83;
14 NIL G(14)
15  (13)NIL
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En la columna Pila: rama pendiente de visitar, 1a llamada (N) indica el orden en el
cual las ramas pendientes de visitar fueron introducidas a la pila. En las columnas Nodo
actual y Nodo visitado, las llamadas (N) indican las instrucciones que se extrajeron de
la pila. Note que esta observacién también es vélida para la tabla 6.5.

El orden en que se visitaron los nodos es:

D-B-E-A-F-C-G

Posorden

{Este algoritmo realiza el recorrido posorden de un 4rbol binario. APNODO es un dato de tipo
ENLACE —puntero a un nodo—}

{INFO, IZQ y DER son campos del registro nodo. INFO es una variable de tipo caracter. IZQ
y DER son variables de tipo puntero}

m
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Ejemplo 6.9

Recorrido posorden

4 ARBOLES

1. Si (APNODO = NIL) entonces
Regresar a Posorden con APNODOA.1ZQ
{Llamada recursiva a Posorden con la rama izquierda del nodo en cuestién}
Regresar a Posorden con APNODO”.DER
{Llamada recursiva a Posorden con la rama derecha del nodo en cuestién}
Visitar el APNODO {Escribir APNODOA.INFO}

.. {Fin del condicional del paso 1}

"

En la tabla 6.5 se presentan los pasos necesarios que se siguieron para efectuar el =
rrido posorden del drbol de la figura 6.20qa, aplicando el algoritmo anterior.

10

11

12
13
14

15
16
17
18

NIL
(6) NIL
4 E

NIL
(8) NIL

@ C

NIL
(12) NIL
(10) G

NIL
(14) NIL

ANIZQ — B

BAZQ —D

DAIZQ — NIL

ENIZQ — NIL

CrIZQ — F

FAIZQ — NIL

GA1ZQ — NIL

D (5)

E O
B (3)

F(1)

G (13)
Cc 9
A Q)

A
AMDER — C

B

B DER — E

D

DADER — NIL

E
EADER — NIL

C

CrDER — G
F

FADER — NIL

G
G"DER — NIL

(13

2)
3)
4)
)

M
@®)

©
(10)
amn
12)

(13)
(14)
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En esta secci6n se presenta un tipo especial de 4rboles binarios. Su principal caracte-
ristica es que la informacién se almacena en los nodos cuidando de mantener cierto
orden.

Formalmente se define un arbol binario de bisqueda de la siguiente manera:
Para todo nodo T del arbol se debe cumplir que todos los valores almacenados en
el subarbol izquierdo de T sean menores o iguales a la informacion guardada en el
nodo T. De forma similar, todos los valores almacenados en el subarbol derecho de
T deben ser mayores o iguales a la informaciéon guardada en el nodo 7. Los valores
a los que se hace referencia en la definicidn refieren al contenido del campo de informa-
cién del nodo. Por ejemplo, si en el drbol se almacena informacién de los empleados de
una empresa, los valores utilizados para generar el drbol de manera ordenada correspon-
derdn al niimero de cada empleado —campo clave—.

El 4rbol binario de biisqueda es una estructura de datos obre la cual se pueden rea-
lizar eficientemente las operaciones de buisqueda, insercién y eliminacién. Comparando
esta estructura con otras, se pueden observar ciertas ventajas. Por ejemplo, en un arreglo
es posible localizar datos eficientemente si éstos se encuentran ordenados, pero las ope-
raciones de insercién y eliminacién resultan costosas, porque involucran movimiento
de los elementos dentro del arreglo. En las listas, por otra parte, dichas operaciones se
pueden llevar a cabo con facilidad, pero la operaci6n de bisqueda, en este caso, es una
operacion que demanda recursos, pudiendo incluso requerir recorrer todos los elemen-
tos de ella para llegar a uno en particular.

La figura 6.21 contiene un 4rbol binario de bisqueda.

Observe el lector que si en dicho arbol se sustituyen los valores 140 por 160, 99 por
105 y 43 por 55, el 4rbol continda siendo un 4drbol binario de bisqueda.

Pero por otra parte, si en dicho 4rbol se reemplaza el valor 87 por 125, entonces el
arbol deja de ser un arbol binario de bisqueda, puesto que viola el principio que dice:
“Todos los nodos del subarbol izquierdo del nodo 7 deben almacenar valores menores o
iguales al nodo”"—en este caso 125 no es menor a 120—.

/

43

[\ / \

22 65 93 135

/ . \
87 140
99 130
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& ARBOLES

También es posible observar que si se efectiia un recorrido inorden sobre un ==
de bisqueda se obtendrd una clasificacién de los nodos en forma ascendente. El rece
do inorden del arbol de la figura 6.21 produce el siguiente resultado:

22-43-56-65-87-93-99-120-130-135-140

La operacién de bidsqueda en un 4rbol binario de biisqueda es mucho m4s efices
que en un 4rbol binario general, ya que al comparar el valor buscado con la informac
del nodo visitado, si no es igual, se deberd continuar s6lo por alguno de los dos subé&=
les. Por ejemplo, si se compara el valor buscado 90 con el valor del nodo visitado £
buisqueda s6lo debe continuar por el camino de la derecha. El camino de la izquierc
desecha, porque contiene nodos cuyos valores serdn menores o iguales a 85.

Busqueda_ABB

{Este algoritmo localiza el nodo del drbol binario de biisqueda que contiene la informace=
INFOR, que estamos buscando. APNODO es un parémetro de tipo ENLACE —la primera ==
apunta a la raiz del 4rbol—. Se asume que el 4rbol no es vacio}

Si (INFOR < APNODOA.INFO)
entonces
Si (APNODOA.1ZQ = NIL)
entonces
Escribir “La informacién no se encuentra en el arbol”
si no

Regresar a Biisqueda_ABB con APNODO*IZQ e INFOR
{Llamada recursiva}
{Fin del condicional del paso 1.1}
si no
Si (INFOR > APNODO.INFO)
entonces
Si (APNODO”.DER = NIL)
entonces
Escribir “‘La informacién no se encuentra en el drbol”
si no
Regresar a Bisqueda_ABB con APNODOQ”.DER e INFOR
{Llamada recursiva}
{Fin de! condicional del paso 1.3.1}
si no
Escribir “La informacién estd en el 4rbol”
{Fin del condicional del paso 1.3}
{Fin del condicional del paso 1}




Ejemplo 6.11

s=#zacion de la clave 93
BEIR — 93)

s==izacion de la clave
= INFOR « 123)
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Analice el algoritmo de biisqueda con el siguiente ejemplo.

Supongamos que se desea localizar las claves 93 y 123 en el 4rbol binario de biisqueda
de la figura 6.21. En las tablas 6.6 y 6.7 se presentan los pasos (P), nimero de com-
paraciones (C) y preguntas y acciones necesarias para localizar las claves 93 y 123,
respectivamente.

1 {Es 93 <1207

Si. ¢ Es el subérbol izquierdo de 120 (87) = NIL?

2 No. Entonces se regresa a Biisqueda con el subarbol izquierdo de
120 (87) e INFOR
3 (Es 93 <877
2 4 No. ;Es 93 > 87?

Si. ¢ Es el subarbol derecho de 87 (99) = NIL?

5 No. Entonces se regresa a Biisqueda con el subérbol derecho de 87
(99) e INFOR
6 (Es 93 <997
3 S{. ¢ Es el subdrbol izquierdo de 99 (93) = NIL?
7 No. Entonces se regresa a Biisqueda con el subérbol izquierdo de 99
(93) e INFOR
8 (Es 93 < 93?
4 9 No. (Es 93 >93?

No. Entonces EXITO

Bs 123 < 1207

1 2 No. ;Es 123 > 120?
Si. {Es el subdrbol derecho de 120 (140) = NIL?
3 No. Entonces se regresa a Biisqueda con el subarbol derecho de 120
(140) e INFOR
4 Es 123 < 140?
2 Si. ¢ Es el subdrbol izquierdo de 140 (130) = NIL?
5 No. Entonces se regresa a Biisqueda con el subédrbol izquierdo de 140
(130) e INFOR
Es 123 < 130?
3 7 Si. ¢ Es el subérbol izquierdo de 130 (NIL) = NIL?

Si. Entonces FRACASO
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Otra forma de escribir el algoritmo de bisqueda presentado anteriormente es iz o=
se muestra a continuacion. En esta variante se contempla el caso de que el arbol =
vacio.

Busqueda_v1_ABB

{El algoritmo localiza el nodo del arbol binario de biisqueda que contiene cierta informacs=
—INFOR—. Pardmetro de tipo entero. APNODO es una variable de tipo ENLACE. L=
primera vez, apunta a la raiz del arbol}

Si (APNODO = NIL)
entonces
Si (INFOR < APNODOA.INFO)
entonces
Regresar a Biisqueda_v1_ABB con APNODOA.IZQ e INFOR
{Llamada recursiva}
si no
Si (INFOR > NODOA.INFO)
entonces
Regresar a Busqueda_v1_ABB con APNODO*.DER e INFOR
{Llamada recursiva}
si no
Escribir “La informacién se encuentra en el drbol”
~ {Fin del condicional del paso 1.1.1}
{Fin del condicional del paso 1.1}
sino
Escribir “La informacién no se encuentra en el rbol”
{Fin del condicional del paso 1}

La insercién en un arbol binario de bisqueda es una operacién que se puede real:=
eficientemente en este tipo de estructura de datos. La estructura crece conforme s¢ =
sertan elementos al 4rbol. Los pasos que se deben realizar para agregar un nuevo me
a un arbol binario de bisqueda son los siguientes:

Comparar la clave a insertar con la raiz del 4rbol. Si es mayor, se sigue con el ==
arbol derecho. Si es menor, se contindia con el subarbol izquierdo.
Repetir sucesivamente el paso 1 hasta que se cumpla alguna de las siguientes ©
diciones:
El subérbol derecho, o el subérbol izquierdo, es igual a vacio, en cuyo cas:
procederd a insertar el elemento en el lugar que le corresponde.
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2.2 La clave que se quiere insertar estd en el nodo analizado, por lo tanto no se
lleva a cabo la insercién. Este caso es valido solo cuando la aplicacién exige
que no se repitan clementos.

Zemplo 6.12

que se encuentre vacio:

Supongamos que se quiere insertar las siguientes claves en un arbol binario de bisqueda

120-87-43-65-140-99-130-22- 56

Los resultados parciales que ilustran cémo funciona el procedimiento se presentan

en la figura 6.22.

=== en un arbol binario de busqueda.

wmz = neas en color indican el elemento que acaba de insertarse.

NSERCION: CLAVE 120  INSERCION: CLAVE 87

INSERCION: CLAVE 43 INSERCION: CLAVE 65

120 120 120
&0 / . /
o 87 87 / v
43
43 -
65
NSERCION: CLAVE 140 INSERCION: CLAVE 99 INSERCION: CLAVE 130
120 120, 120
87 40 87 140 87 i40
= 43 99 43 99 ) (130

65 (65

p

65
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INSERCION: CLAVE 22 INSERCION: CLAVE 56

(continuacién)

N N

87 140 87 140
VRN / VRN /
43 99 43 99

130 130

\ 22‘/ \65

22 65
56

El algoritmo de insercidn es el siguiente.

Insercion_ABB

{El algoritmo realiza la insercién de un nodo en un 4rbol binario de bisqueda. APNODO e
una variable de tipo puntero y la primera vez debe ser distinta de vacio. INFOR es un pardmez=
de tipo entero que contiene la informacién que se quiere insertar en un nuevo nodo}

{Se utiliza ademds, como auxiliar, la variable OTRO de tipo puntero}

Si (INFOR < APNODOA.INFO)
entonces
Si (APNODO” 1ZQ = NIL)

entonces
Crear(OTRO) {Se crea un nuevo nodo}
Hacer OTROMNIZQ <« NIL, OTROADER <« NIL, OTROMNINFO « INFO#

y APNODOA.IZQ < OTRO
si no
Regresar a Insercién_ABB con APNODOA.IZQ ¢ INFOR

{Llamada recursiva}
{Fin del condicional del paso 1.1}
si no
Si (INFOR > APNODOA.INFO)
entonces
| Si (APNODO”.DER = NIL)

entonces
Crear(OTRO) {Se crea un nuevo nodo}
Hacer OTRON.IZQ < NIL, OTRO”.DER <« NIL,
OTROA.INFO <« INFOR y NODOA.DER <« OTRO

— ., — ——
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s Ze la clave 93
E —93)

e 22 Ja clave 135
8 — 135)

si no

{Fin del condicional del paso 1.3}
{Fin del condicional del paso 1}
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Si no
Regresar a Insercién_ABB con NODO”.DER e INFOR
{Llamada recursiva}
{Fin del condicional del paso 1.3.1}

Escribir “El nodo ya se encuentra en el drbol”

— ¥ e

Supongamos que se desea insertar las claves 93 y 135 en el drbol binario de bisqueda
de la figura 6.22. En las tablas 6.8 y 6.9 se presentan los pasos (), nimero de compara-
ciones (C) y preguntas y acciones necesarias para insertar estas claves.

(Es 93 <1207
Si. (Es el subarbol izquierdo de 120 (87) = NIL?

No. Entonces regresar a Insercién con el subérbol izquierdo de 120 (87) e Infor

(Es 93 <877
No. ;Es 93 > 877
Si. (Es el subdrbol derecho de 87 (99) = NIL?
No. Entonces regresar a Insercién con el subarbol derecho de 87 (99) e Infor
(Es 93 <997
Si. (Es el subdrbol izquierdo de 99 (NIL) = NIL?

Si. Entonces crear otro nodo, realizar los enlaces y cargar la informacién

(Es 135 <1207
No. ¢Es 135 > 120?
Si. {Es el subdrbol derecho de 120 (140) = NIL?

Si. Entonces regresar a Insercion con el subéarbol derecho de 120 (140) e Infor

No. ;Es 135 > 1407
Si. ¢ Es el subarbol izquierdo de 140 (130) = NIL?
No. Entonces regresar a Insercién con el subarbol izquierdo de 140 (130) e Infor
¢Es 135 < 130?
No. ;Es 135 > 130?
Si. ;Es el subérbol derecho de 130 (NIL) = NIL?

No. Entonces crear otro nodo, realizar los enlaces y cargar la informacion
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IGURA 6.23

Arbol binario de busqueda.

Insercion de las claves 93
y 135.

(b Arsotes

En la figura 6.23 se presenta el arbol binario de buisqueda luego de realizadz =

operacion.
/ X
J40
/ .
-j-_'__ 130

Pa

56

,r

Otra forma de expresar el algoritmo de insercién es la siguiente.

soritmo 0.8 Insercién_v1_ABB

{El algoritmo realiza la insercién de un elemento en un drbol binario de bisqueda. APNGI¥

es una variable de tipo ENLACE, la primera vez apunta a la raiz del arbol. INFOR es
pardmetro de tipo entero que contiene la informacién del elemento que se quiere insertar
algoritmo considera el caso de un arbol vacio}

Si (APNODO = NIL)
entonces
1.1 Si INFOR < APNODOA INFO)

entonces
Regresar a Insercién_vl_ABB con APNODO.IZQ e INFOR

{Llamada recursiva}
si no
1.1.1 Si (INFOR > APNODOA.INFO)
entonces
Regresar a Insercién_vl_ABB con APNODO”.DER e INFOR
{Llamada recursiva}
sino
Escribir “La informacién ya se encuentra en el 4rbol”
1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1}
1.2 {Fin del condicional del paso 1.1}
si no
Crear (OTRO) {Se crea un nuevo nodo}
Hacer OTROMN.IZQ <« NIL, OTRO”.DER <— NIL, OTROM.INFO <« INFOR
y APNODO <— OTRO
{Fin del condicional del paso 1}

i H

— —_— =
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La operacién de eliminacién en un arbol binario de biisqueda es un poco mds com-
plicada que la de insercién. Esta consiste en eliminar un nodo sin violar los principios
que definen un 4drbol binario de biisqueda. Se deben distinguir los siguientes casos:

Si el elemento a eliminar es terminal u hoja, simplemente se suprime redefiniendo
el puntero de su predecesor.

Si el elemento a eliminar tiene un solo descendiente, entonces tiene que sustituirse
por ese descendiente.

Si el elemento a eliminar tiene los dos descendientes, entonces se tiene que sustituir
por el nodo que se encuentra més a la izquierda en el subdrbol derecho o por el nodo
que se encuentra més a la derecha en el subarbol izquierdo.

Cabe destacar que antes de eliminar un nodo, se debe localizar éste en el drbol. Para
esto se utiliza el algoritmo de bisqueda presentado anteriormente.

Semplo 6.14  Supongamos que se desea eliminar las siguientes claves del drbol binario de bisqueda
de la figura 6.23:
22-99-87-120-140-135-56

Los resultados parciales que ilustran cémo funciona el procedimiento se presentan
en la figura 6.24.

ELIMINACION: CLAVE 22 ELIMINACION: CLAVE 99

====20n en un arbol
&= 32 blisqueda. a) y
==sponden al primer 120

= ¥ €) corresponden / \ / \.
=m0 Caso; ) Y d) co-
=mmmzen al tercer caso. 140

=<3 final del arbol. / \ / / \ /

s== 2= fiechas en color 130 130
=or = slemento que quiere A

/\/\ \/\

135 135

/ /

56 56

a) b)
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(continuacion)

+ Arsotes
ELIMINACION: CLAVE 87 ELIMINACION: CLAVE =
120 120
/ \ / \
87 140 65 -
Vi i / VARN .
43 ‘ 93 (130 43 93 13
65 135 56 =
56
<) d)
ELIMINACION: CLAVE 140
120
65 140
43 130
56 135
e)
ELIMINACION: CLAVES 135 Y 56
93 93
65 130 65 1=
43 135 43
56
N 8

A continuacién se presenta el algoritmo correspondiente:




{El algoritmo realiza la eliminacién de un elemento en un 4rbol binario de bisqueda. APNODO |
es una variable, por referencia, de tipo ENLACE. INFOR es un pardmetro de tipo entero que
contiene la informacién del nodo que se desea eliminar}

{AUX, AUXI y OTRO son variables auxiliares de tipo puntero. BO es una variable de tipo

booleano}

Si (APNODO = NIL)
entonces
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Eliminacién_ABB

Si (INFOR < APNODOAX.INFO)
entonces
Regresar a Eliminacién_ABB con APNODOA.IZQ € INFOR
si no
Si (INFOR > APNODOA.INFO)
entonces
Regresar a Eliminacién_ABB con APNODO”.DER e INFOR i
si no
Hacer OTRO < NODO
Si (OTROA.DER = NIL)
entonces
Hacer APNODO < OTROA.IZQ
sino
Si (OTROAIZQ = NIL)
entonces
Hacer APNODO « OTROA.DER
sino
Hacer AUX <~ APNODON.IZQ y BO « FALSO
Mientras (AUX?.DER s NIL) Repetir
Hacer AUX1 « AUX, AUX < AUX*.DER
y BO < VERDADERO
{Fin del ciclo del paso 1.1.1.1.1.A}
Hacer APNODOX.INFO < AUXAINFO y
OTRO « AUX
Si (BO = VERDADERO)
entonces
Hacer AUX1A.DER < AUXAIZQ
sino
Hacer APNODOA.IZQ < AUXAIZQ
{Fin del condicional del paso 1.1.1.1.1.C}
{Fin del condicional del paso 1.1.1.1.1}
{Fin del condicional del paso 1.1.1.1}
Quitar (OTRO) {Se libera el espacio de memoria}
{Fin del condicional del paso 1.1.1}
{Fin del condicional del paso 1.1}
sino
Escribir “La informacién a eliminar no se encuentra en el 4rbol”

{Fin del condicional del paso 1}
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Ejemplo 6.15 Dado el 4rbol de la figura 6.254, verifique si queda igual al 4rbol de la figura 6.25b hu=
de eliminar, aplicando el algoritmo 6.9, las claves que se muestran a continuaciér:

95-72-84-100-82

Eliminacion en un arbol binario de bisqueda. a) Antes de eliminar las claves. b) Después
de eliminar las claves.

Nota: En el ejemplo, como el nodo a eliminar tiene dos descendientes, se sustituye por el nodo que
se encuentra mas a la derecha en el subarbol izquierdo.

/ &
{80 100 81
P e - - / \
60 g1) (84 (105 & 10
a) b)

Cuando se estudiaron los drboles binarios de buisqueda se mencioné que es unz =
tructura sobre la cual se pueden realizar eficientemente las operaciones de buisgue=
insercién y eliminacién. Sin embargo, si el drbol crece o decrece descontroladamens=
rendimiento puede disminuir considerablemente. El caso més desfavorable se procs
cuando se inserta un conjunto de claves ordenadas en forma ascendente o descends=
como se muestra en la figura 6.26.

78
Arboles binarios de bus- \/
queda con crecimiento 15 47
descontrolado. \ ‘/
18 ‘32
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Es de notar que el nimero promedio de comparaciones que se deben realizar para
localizar una determinada clave en un 4rbol binario de bisqueda con crecimiento des-
controlado es N/2, cifra que muestra un rendimiento muy pobre en la estructura.

Con el objeto de mantener la eficiencia en la operacién de bisqueda surgen los
arboles balanceados. La principal caracteristica de éstos es la de realizar reacomodos o
balanceos, después de inserciones o eliminaciones de elementos. Estos drboles también
reciben el nombre de AVL en honor a sus inventores, dos matematicos rusos, G. M.
Adelson-Velskii y E. M. Landis.

Formalmente se define un arbol balanceado como un drbol binario de bisque-
da, en el cual se debe cumplir la siguiente condicién: Para todo nodo T del arbol,
la altura de los subarboles izquierdo y derecho no deben diferir en mas de una
unidad.

|Hp, —H, )< 1
donde H_ es la altura de la rama o subdrbol izquierdo y H,, es la altura de la rama o

subérbol derecho.
En la figura 6.27 se muestran dos ejemplos de drboles balanceados.

] L 60
= #=otes balanceados.
= ztura 3. b) Con
— / 35 \ 40 90
20 40 45 75 97
15 25 68
a) b)

Observe el lector que si se insertan las claves 10, 18 0 27 en el drbol balanceado de
la figura 6.27a, éste pierde el equilibrio. Sin embargo, si se insertan las claves 37 o 45
en el mismo 4rbol, éste mantiene el equilibrio; mds atin, lo mejora.

Ahora bien, con respecto a la eliminacién, si a dicho 4rbol se le quitan las claves 15,
20 0 25 el 4rbol continda siendo balanceado; incluso podrian quitdrsele las tres claves y
el arbol no perderia el equilibrio. Sin embargo, si se elimina la clave 40 el arbol pierde
el equilibrio y es necesario reestructurarlo.

Los é4rboles balanceados se parecen mucho, en su mecanismo de formacién, a los
nimeros Fibonacci. El 4rbol de altura O es vacio, el 4rbol de altura 1 tiene un tinico
nodo y, en general, el nimero de nodos del 4rbol con altura /# > 1 se calcula aplicando
la siguiente férmula recursiva:
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K=K, +1+K, , Férmula &.
donde K indica el nimero de nodos del 4rbol y 4 la altura.
Por otra parte, algunos estudios demuestran que la altura de un drbol balancead: =

n nodos nunca excederd de 1.44 * log n.

Ejemplo 6.16  Supongamos que se desea calcular el nimero de nodos de un 4rbol balanceado -
altura 5. La forma en que se efectiia el célculo es la siguiente:

K, = K, + 1+ K,
K, = K, + 1 + K,
K, = K, + 1 + K
K, = K + 1 + K
K = 1
K, = 0
, = 2
K, = 4
4=7
K = 12

6.4.1

Al insertar un elemento en un 4rbol balanceado se deben distinguir los siguientes =
SOS:

Las ramas izquierda (R/) y derecha (RD) del drbol tienen la misma altura (H,, =
por lo tanto:
Si se inserta un elemento en R/, entonces H,, serd mayor en una unidad a
Si se inserta un elemento en RD, entonces H,, serd mayor en una unidad a #

Observe que en cualquiera de los dos casos mencionados (1.1 y 1.2), no se s
el criterio de equilibrio del 4rbol.

Las ramas izquierda (R]) y derecha (RD) del drbol tienen altura diferente (5,
Hyp:
Supongamos que H,, < H,
Si se inserta un elemento en RI, entonces H, serd igual a H . {Las =
mas tienen la misma altura, por lo que se mejora el equilibrio del arts
Si se inserta un elemento en RD, entonces se rompe ¢l criterio de eq=
brio del drbol y es necesario reestructurarlo.
Supongamos que H,, > H,
Si se inserta un elemento en R/, entonces se rompe el criterio de eqge
brio del arbol y es necesario reestructurarlo.
Si se inserta un elemento en RD, entonces H, serd iguala H o {Las =
mas tienen la misma altura, por lo que se mejora el equilibrio del 4rte



m===025 Casos de inser-
a= == drboles balancea-

= = Zas0 1. b) Caso 1.1.

== 12.d Caso 2.1

—=o 21, fy Caso

~ 3 Caso 2.2. h) Caso
_ 1Cas0222.

w3 nea discontinua
we = equilibrio perfecto
® IO

217

En la figura 6.28 se muestran diagramas de los distintos casos que se presentan en
la operacién de insercion en drboles balanceados.

B B B

[\ /\ /\
| ]

a) b) <)

[\ [\ /\

/\ [\ [\

8 h) )

Ahora bien, para poder determinar si un drbol estd balanceado o no, se debe mane-
jar informacién relativa al equilibrio de cada nodo del arbol. Surge asf el concepto de
factor de equilibrio de un nodo (FE) que se define como la altura del subdrbol derecho
menos la altura del subarbol izquierdo.

FE=H, -H, Férmula 6.7
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Los valores que puede tomar FE son —1, 0, 1. Si FE llegara a tomar los valores «
-2 0 2, entonces deberia reestructurarse el drbol. En la figura 6.29 se presenta un ==
balanceado con el correspondiente FE para cada nodo del 4rbol.

-1

Arbol balanceado con el

65
correspondiente FE. 1 / ' \ -1
45 70
o/ \-i 0/
33 54 | 68
o/

50

Observe el lector que en la figura 6.29 el FE del nodo que almacena el 65 <= -
puesto que la altura del subdrbol derecho es igual a 2 y la altura del subdrbol izqus=
igual a 3.

FE =2-3=-1

65

El FE de 45 se calcula como:

FE ,=2-1=1
A continuacién se presenta la definicién de un 4rbol balanceado en lénguaje S
ritmico.

ENLACE = ~*NODO

NODO =REGISTRO
1ZQ, DER: tipo ENLACE
INFO: tipo de dato
FE: 1.1

{Fin de la definicién}

6.4.2

El proceso de insercién en un 4rbol balanceado es sencillo, sin embargo requierz =
operaciones auxiliares que complican parcialmente el proceso. Primero se debe sez=
el camino de biisqueda del drbol, hasta localizar el lugar donde hay que insertar el =
mento. Luego se calcula su FE, que obviamente serd 0, y regresamos por el camin
bisqueda calculando el FE de los distintos nodos visitados. Si en alguno de los nod:
viola el criterio de equilibrio entonces se debe reestructurar el drbol. El proceso terr=



Semplo 6.17

smmmmes 20 arboles
sssm==n<. 3) Rotacion /1.
wm===r DD. ¢) Rotacion
fs=non ID.
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al llegar a la raiz del drbol, o cuando se realiza la reestructuracion del mismo, en cuyo
caso no es necesario determinar el FE de los nodos restantes.

Reestructurar el drbol significa rotar Jos nodos del mismo para llevarlo a un estado
de equilibrio. La rotacién puede ser simple o compuesta. El primer caso involucra dos
nodos y el segundo caso afecta a tres. Si la rotacién es simple se puede realizar por las
ramas derechas (DD) o por las ramas izquierdas (II). Si por otra parte la rotacién es
compuesta se puede realizar por las ramas derecha e izquierda (DI) o por las ramas
izquierda y derecha (ID).

DD
SIMPLE
b/
ROTACION
DI
COMPUESTA -
ID

En la figura 6.30 se pueden observar graficamente los diferentes tipos de rotaciones. En
la figura 6.30qg se presenta la rotacidn I, en la figura 6.30b la rotacién DD, en la figura
6.30c la rotacién DI y en la figura 6.30d la rotacién ID.

La linea continua ( ) marca el estado de los nodos del arbol antes de realizar
la insercién. La linea discontinua (_ _ _ _) indica el nuevo elemento insertado. La linea
con puntos (....... ) marca el camino de regreso hasta que se detecta el desequilibrio del
arbol. La linea gruesa ) indica el movimiento de los nodos en la rotacién.

>t -2
0
B

o/

‘A c

S

ROTACION 11 a)
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2 1
{continuacién) 0
B
1 \ /
/ 0 0
A C
ROTACION DD b)
i 2
A
(\ x b 0
5
0 -1
C \
- 7/ 0 0
ol// A ¢
A\ d
B I
ROTACION DI )
=2 =
1 C 0
2
/ ;
K0 r
; 2ETA
~ / 2 d
“\ -‘l. A C
L 0
D~ B
ROTACION [D d)
Ejemplo 6.18 Supongamos que se desea insertar las siguientes claves en un arbol balanceado que -

encuentra vacio:

65-50-23-70-82-68-39
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Las operaciones necesarias son las siguientes:

a) INSERCION: CLAVE 65 b) INSERCION: CLAVE 50 ¢) INSERCION: CLAVE 23
0 o -1 -1 -2
65 65 NODO —* 1 65
& / -1
£50 NODO 1 —— (50
. )
s 0
23

Al regresar, luego de insertar un nodo con el valor 23, siguiendo el camino de
bisqueda se detecta que en la clave 65 se viola el criterio de equilibrio del arbol y se
debe reestructurar. Se apunta con NODO la clave 65 y con NODOI la rama izquierda
de dicha clave. Luego se verifica el FE de NODO1; como en este caso es igual a -1 se
puede realizar la rotacion /1. El movimiento de apuntadores para realizar la rotacién I/
es el siguiente:

NODOMNIZQ < NODO1~.DER
NODOI12~.DER < NODO
NODO < NODO1

Respecto al FE de los nodos afectados, éste serd siempre 0 en el caso de rotaciones
simples.

NODOMNFE <0
NODOIMNFE <0

Luego de efectuar el reacomodo, el drbol queda asi:

0
50

o/ \o

23 65

Al regresar siguiendo el camino de bisqueda se modifica el FE de los nodos 65 y
50, pero el equilibrio del arbol se mantiene.
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d) INSERCION: CLAVE 70

01

50
0/ \ 01
23

&7

70

e) INSERCION: CLAVE 82
1

¥a

70

v
»
oo

Y2 +— NODC

0 1 «+—NODC

) A
.«

‘821 0

ROTACION DD

Al regresar, luego de insertar el valor 82, siguiendo el camino de buisqueda se =
serva una violacion al criterio de equilibrio del 4rbol y se debe reestructurar. Se ape
con NODO la clave 65 y con NODOI la rama derecha de dicha clave. Se verifica el *
de NODO1 y como en este caso es igual a 1 se puede realizar la rotacién DD. El ma
miento de apuntadores para realizar la rotacién DD es:

NODO”ADER <« NODOIAIZQ

NODOI1*IZQ < NODO
NODO < NODO1

Respecto al FE de los nodos afectados, las asignaciones son las siguientes:

NODOMNFE <0
NODOIMNFE <0

Luego de volver a equilibrarlo, el arbol queda de esta forma:

f) INSERCION: CLAVE 68

/\
/\

& 2
+«— NODO

/ \ -1 +—NODO 1
[ \

NODO 2 —1 0 4o
G

i 0
68

ROTACION DI
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= = rotacién DI
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Luego de insertar la clave 68 y al regresar siguiendo el camino de busqueda se ad-
vierte que en la clave 50 se rompe el equilibrio del 4rbol. Se apunta con NODO la clave
50 y con NODO1 su rama derecha. Se calcula el FE de NODO]1 y como en este caso es
igual a -1, se realiza la rotaci6n DI. Se apunta entonces con NODO?2 la rama izquierda
de NODO1. El movimiento de apuntadores para realizar la rotacién DI es:

NODOIMNIZQ < NODO2*.DER
NODO2~DER < NODO1
NODOMNDER < NODO2".1ZQ
NODO271ZQ < NODO

NODO < NODO?2

El FE de los nodos involucrados se asigna de acuerdo con los valores establecidos
en la tabla 6.10.

NODO*FE=0
NODO2*FE = -1 NODOIFE=1
NODO2"FE=0
NODO"FE=0
NODO2".FE=0 NODOINFE=0
NODO2*FE=0
NODOFE =-1
NODO2"FE =1 NODOI".FE=0

NODO2*FE=0

Como en el ejemplo presentado el FE de NODO2 es igual a 1, se realizan las si-
guientes asignaciones:

NODOAFE < -1

NODOIANFE <0
NODO2MNFE <0

Luego de realizar el reacomodo, el drbol queda de la siguiente manera:
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g) INSERCION: CLAVE 39

/ \ -H/ \

NODO —> [50

o/ / \ 0 1\9/’3 _, »/\

NODO 1 — (23
&)
0%
NODO 2 —» (39

ROTACION 1D

Regresando por el camino de biisqueda luego de insertar la clave 39, es evidez=
que en la clave 50 se rompe el equilibrio del 4rbol. Se apunta con NODQO la clave 3¢
con NODOI su rama izquierda. Se verifica el FE de NODO1 y como en este casc =
igual a 1, se realiza la rotacién ID. Se apunta con NODO?2 la rama derecha de NODC
El movimiento de apuntadores para realizar 1a rotacién ID es:

NODO1~DER < NODO2"NIZQ
NODO2AIZQ < NODOI1
NODOAIZQ < NODO2*DER
NODO2~.DER < NODO
NODO < NODO2

El FE de los nodos involucrados se asigna de acuerdo con los valores establecid:
en la tabla 6.11.

) e NODO"FE=1
Factores de equilibrio B o
en larotacion 1D NODO2FE = -1 NODOI*.FE=0

NODO2"FE=0

| NODO"FE=0
NODO2".FE=0 | NODOI"FE=0
l_ NODO2".FE=0

| NODO"FE=0
NODO2".FE =1 NODOI*FE=-1
NODO2*FE=0
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Como en el ¢jemplo presentado el FE de NODO2 es igual a 0, se realizan las si-
guientes asignaciones:

NODOMNFE <0
NODOIAFE <0
NODO2MNFE <0

Luego de volver a equilibrarlo, el arbol queda de la siguiente forma:

0

e )
0 / \ 0 0 / \ 0
23 F:‘§9:_,| u" 68, L'.. 2.

Nota: Observe que luego de realizar la insercién de un elemento y cuando se re-
gresa por el camino de bisqueda, el FE del nodo visitado se incrementa en 1 si la inser-
cién se hizo por su rama derecha y disminuye en 1 si la insercion se hizo por su rama

izquierda.

Ejemplo 6.19 Dado como dato el 4rbol balanceado de la figura 6.31a, verifique si el mismo queda
igual al de la figura 6.315 luego de insertar las siguientes claves:

86-65-70-67-73-93-69-25-66-68-47-62-10-60

L 6.31 0

===20n en arboles balan-

=5, g) Antes de insertar
= caves. b) Después de
==ar |as claves.
(58
0o/ \ o o_/ o/\lo/\_lo/\
43 (75 10 ( ,
0 / 0 / \ 0

93
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A continuacién se presenta el algoritmo de insercién en drboles balanceados.

Inserta_balanceado

{El algoritmo inserta un elemento en un drbol balanceado. NODO es un pardmetro de tipe
puntero, por referencia. BO es un pardmetro de tipo booleano, por referencia. BO se utiliza parz
indicar que la altura del 4rbol ha crecido, su valor inicial es FALSO. INFOR es un pardmetre
de tipo entero que contiene la informacién del elemento que queremos insertar}
{OTRO, NODO1 y NODO2 son variables auxiliares de tipo puntero}
Si (NODO = NIL)
entonces
Si (INFOR < NODO INFO)
entonces
Regresar a Inserta_balanceado con NODOA.IZQ, BO e INFOR
{Llamada recursiva}
Si (BO = VERDADERO)
entonces
Si (NODOA.FE)
= 1: Hacer NODOM.FE < 0 y BO < FALSO
= 0: Hacer NODOAFE « -1
= —1: Hacer NODO1 < NODO*.IZQ
{Reestructuracién del drbol}
Si (NODOIANFE < 0)
entonces {Rotacién 1/}
Hacer NODOA.IZQ < NODO1”.DER,
NODOI12.DER, < NODO,
NODOA.FE < 0 y NODO < NODOL1
{Termina la rotaci6n 11}
si no {Rotacién ID}
Hacer NODQO2 <~ NODOI1”.DER,
NODON.IZQ < NODO2A.DER,
NODO2*.DER « NODQ,
NODOI17.DER < NODO2*IZQ y
NODO2A.1ZQ < NODO1
Si (NODO2MNFE =—1)
entonces
Hacer NODOAFE < 1
Si no
Hacer NODOMFE < 0
| {Fin del condicional del paso 1.1.1.1.1.4}
' ¢ Si(NODO2NFE=1)
entonces
Hacer NODO1/.FE < -1
sino
Hacer NODOI1AFE < 0
{Fin del condicional del paso 1.1.1.1.1.C}
Hacer NODO < NODO?2
{ Termina la rotacién [D}



{Fin del condicional del paso 1.1.1.1.1}
Hacer NODON.FE < 0 y BO < FALSO
{Fin del condicional del paso 1.1.1.1}
* {Fin del condicional del paso 1.1.1}
si no
Si (INFOR > NODOA.INFO)
entonces
Regresar a Inserta_balanceado con NODO”.DER, BO ¢ INFOR
{Llamada recursiva}
Si (BO = VERDADEROQ)
entonces
Si (NODOA.FE)

=-1: Hacer NODOA.FE < 0 y BO < FALSO
=0: Hacer NODOIAFE < 1
= 1: Hacer NODO1 « NODO”.DER
{Reestructuracién de arbol }
Si (NODOIAFE = 0)
entonces {Rotacién DD}
Hacer NODO”.DER <« NODOI1.1ZQ,
NODOIAIZQ < NODO,
NODOAN.FE < 0y NODO < NODO1
{Termina la rotacién DD}
si no {Rotacién DI}
Hacer NODO2 <~ NODOIA.TZQ,
NODO”DER < NODO2A1ZQ
NODO2A.1ZQ < NODO,
NODOI1AIZQ < NODO2A.DER y
NODO22.DER < NODOI
Si (NODO2ANFE=1)
entonces
Hacer NODOA.FE « -1
si no
Hacer NODOA.FE < 0
{Fin del condicional interno}
Si NODO2AFE =-1)
entonces
Hacer NODO1IA.FE < 1
si ro
Hacer NODOIAFE <0
{Fin del condicional interno}
Hacer NODO < NODO2
{Termina la rotacién DI}
{Fin del condicional del paso 1.1.3.1.1.4}
Hacer NODOA.FE < 0y BO <~ FALSO
{Fin del condicional del paso 1.1.3.1.1}
{Fin del condicional del paso 1.1.3.1}
si no
Escribir “La informacién ya se encuentra en el 4rbol”
{Fin del condicional del paso 1.1.3}

227
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Ejemplo 6.20

ARBOLES

1.2 {Fin del condicional del paso 1.1}
si no
Crear (NODO)
Hacer NODOA.INFO < INFOR, NODOA.IZQ < NIL, NODO”.DER < NIL,
NODOA.FE < 0 y BO < VERDADERO
{Fin del condicional del paso 1}

e —— — = - _—— e g

i:i;:*.-\." TACION an Ak .l_':'.' [“.’1'_‘,:*.-'..\.'_:-'{-“:
climinacion en arboies pa 1icealv

La operacién de eliminacién en arboles balanceados es mas compleja que la operaci=
de insercién, como normalmente ocurre en casi todas las estructuras de datos. Consiz=
en quitar un nodo de] 4rbol sin violar los principios que definen un arbol balancead
Recuerde que se definié como una estructura en la cual, para todo nodo del drbol, s«
debe cumplir que: la altura del subarbol izquierdo y la altura del subdrbol derechs
no deben diferir en mas de una unidad.

Eliminar nodos en un 4rbol balanceado resulta dificil a pesar de que se utiliza =
mismo algoritmo de eliminacién, idéntico en légica pero diferente en implementacics
que en los drboles binarios de bisqueda y las mismas operaciones de reacomodo que s=
utilizan en el algoritmo de insercién en drboles balanceados.

En la operacidn de eliminacién en drboles balanceados se deben distinguir los =
guientes casos:

1. Siel elemento a eliminar es terminal u hoja, simplemente se suprime.

2. Siel elemento a eliminar tiene un solo descendiente, entonces se tiene que sustitus
por ese descendiente.
Si el elemento a eliminar tiene los dos descendientes, entonces se tiene que sustituz
por el nodo que se encuentra mds a la izquierda en el subarbol derecho o por el nod
que se encuentra mds a la derecha en el subarbol izquierdo.

Para eliminar un nodo en un 4rbol balanceado lo primero que se debe hacer e
localizar su posicion en el 4rbol. Se elimina siguiendo los criterios establecidos anterior-
mente y se regresa por el camino de biisqueda calculando el FE de los nodos visitades
Si en alguno de los nodos se viola el criterio de equilibrio, entonces se debe reestructura
el 4rbol. El proceso termina cuando se llega a la rafz del drbol. Cabe aclarar que mien-
tras que en el algoritmo de insercién una vez efectuada una rotacién se podfa detener e.
proceso, en este algoritmo se debe continuar puesto que se puede producir mas de unz
rotacién en el camino hacia atrds. Para comprender mejor la operacién de eliminaciéz
en drboles balanceados, observe el siguiente ejemplo.

Supongamos que se desea eliminar las siguientes claves del arbol balanceado de Iz
figura 6.32:

82-10-39-65-70-23-50-59
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Cabe destacar que el movimiento de apuntadores y la reasignacién de los FE no se
presentaran en este ejemplo, porque son idénticos a los mostrados en el ejemplo 6.18.

“GURA 6.32

s=o! balanceado.
0
-1

0
-1
0 -1 0
(7
0 0 / 00 P
®@ 006
Las operaciones que se realizan son las siguientes:

a) ELIMINACION: CLAVE 82

0

o

al)
=1 =2
+«—— NODO
\
V4 ~1 0 -1
«—— NODO |
© ©66
a.2)

ROTACION 11
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-1
65
0 k/////// \\\\\\\* -1 =2
39 68
:} -1 K/// \\\& 0 0 g/// \\\y 0
23 50 66 70

o/ o/ \o
10 43 (59

a.3)

La eliminacién de la clave 82 es un proceso sencillo, ya que dicha clave no ticm
descendientes (diagrama a.1). Al regresar siguiendo el camino de bisqueda es eviden
que en la clave 70 se rompe el criterio de equilibrio y se debe reestructurar el arh
(diagrama a.2). Se apunta con NODO la clave 70 y con NODOI Ia rama izquierda =
NODO. Se verifica el FE de NODOI y como éste es igual a —1, entonces se realizz &
rotacién /. Luego de la reestructuracién, el arbol queda como en el diagrama a.3.

by ELIMINACION: CLAVE 10
-1

65
. K/////// \\\\\\\‘ .
39 68
_]/\0 0/\0
23 50 66 70

0 1/ 0 J/ \x 0 -1
10 43 159 65
; k/////// \\\\\\\‘ .
39 68
0/\0 0/\
23 50 66 70
0o/ \o
43 59

b.2)

b1)

~N
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La eliminacién de la clave 10 es un proceso sencillo (diagrama 5.1). No se debe
reestructurar el rbol porque mantiene el equilibrio y s6lo es necesario cambiar el FE de
los nodos que almacenan al 23 y 39 (diagrama b.2).

¢) ELIMINACION: CLAVE 39

-1
65
1 / \ .
39 68
. / \ ) . / \ .
23 50 66 70
0 /\,’0
43 (59

c.1)
-1

65
\
7 .x :
NODO — [ 23 68
NI a
66 70

NOoDO 1 — (90
o/ \o
431 (59

c.2)

ROTACION DD

-1
.65
N\ / \ 0
/5 68
2/ N o/ N\
23 59 66 70
\ o

43

c.3)
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Al eliminar la clave 39 se origina el caso mds dificil de eliminacién en arboles: &
eliminacién de una clave con dos descendientes (diagrama c.l). En este caso se op
por sustituir dicha clave por el nodo que se encuentra més a la derecha en el subdris
izquierdo (23). Luego de la sustitucidn, el arbol queda como se muestra en el diagram
¢.2. Al realizar la sustitucién se observa que en dicho nodo se viola el criterio de eqe
librio y se debe reestructurar el 4rbol. Se apunta con NODO la clave 23 y con NODC
la rama derecha de NODO. Se verifica el FE de NODO1 y como éste es igual a 0. =
realiza la rotacién DD. Luego del reacomodo, el drbol queda como en el diagrama c.:

d) ELIMINACION: CLAVE 65

-1

65
. /‘ \ .
(30) 68
L/ N o/ N\
& 5 66 &
\ o
43 |
d.1)
-1
o
.39
\ b Y / \ 0
V4 P -
NOoDO — (50 68
1_/ i \ 0
Nopo | — (23) (66) 70
\ o ,
P ROTACION ID
NODO 2 —» (43:
d2)
0
59
0 / \ 0
(43 n.j_‘__ea_
\ : i
7 O 0 0 0
(% (50 66 70
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Al eliminar la clave 65 surge nuevamente el tercer caso de eliminacién, que corres-
ponde a una clave con dos descendientes (diagrama d.1). Se sustituye dicha clave por el
nodo que se encuentra mas a la derecha en el subarbol izquierdo (59). Luego de la sus-
titucién, el drbol queda como se presenta en el diagrama d.2. Es evidente que, después
de la sustitucidn, en el nodo con la clave 50 se viola el criterio de equilibrio y se debe
reestructurar el drbol. Se apunta con NODO la clave 50 y con NODO1 la rama izquierda
de NODO y se verifica el FE. Como en este caso es igual a 1, se apunta con NODO2
la rama derecha de NODOV1 vy se realiza la rotacién /D. Luego de la reestructuracidn, el
arbol queda como el presentado en el diagrama (d.3).

e) ELIMINACION: CLAVES 70,23 Y 50
0 1

_043 / 5? \ 6;). O43 /59\6;1
(_)23/. \500 (.)66/ \"‘70‘0 ¢ /

66
|
! | i

e.l) e2)

Luego de la eliminacidn de las claves, el 4rbol queda como en el diagrama e.2.

) ELIMINACION: CLAVE 43

66 NODO 2 —» (66
o ROTACION D/
£2)
0
66
— o /N
59 68

£3)
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La eliminacién de la clave 43 corresponde al primer caso de borrado en 4rboles, ¢ =
caso mds simple (diagrama f.1). Sin embargo, al verificar el FE de la clave 59 se advierte g
se rompe el equilibrio del 4rbol y se debe reestructurar (diagrama f.2). Se apunta con NOT¥
la clave 59 y con NODO1 la rama derecha de NODO, y se verifica el FE de NODO1. Cees
éste es igual a —1, se apunta con NODO2 la rama izquierda de NODO] y se realiza la roe
cién DI. Luego de la reestructuracién, el arbol queda como en el diagrama f.3.

Observe cuidadosamente que luego de realizar la eliminacién de un element
cuando se regresa por el camino de bisqueda, el FE del nodo visitado disminuye ez
si la eliminacién se hizo por su rama derecha y se incrementa en 1 si la eliminacidn «
hizo por su rama izquierda.

Ejemplo 6.21 Dado el 4rbol balanceado de la figura 6.334, verifique si el mismo queda igual al de
figura 6.33b luego de eliminar las siguientes claves:

25-75-66-65-62-10-43-47

0

Eliminacion en arholes 65
balanceados. a) Antes
de eliminar las claves. b) 1 Q
Después de eliminar las
claves. 43 70
LN N\
25 58 67 s
o/ o/ \ao/ N0/ \
10 47 62 66 69 73 86
o/ o/ \ o0
60 68

93

a)

-1
70
1 / \ .
60 86
0 / \ . . / \ .
58 68 73 93
0/\,0
67 (69

b)
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Con el fin de darle mayor modularidad al algoritmo de eliminacién en drboles ba-
lanceados, se estudiardn dos algoritmos auxiliares. El primero, Reestructura_izq, se
utiliza cuando la altura de la rama izquierda ha disminuido. El segundo, Reestructu-
ra_der, se emplea cuando la altura de la rama derecha ha disminuido.

Reestructura_izq

{Este algoritmo reestructura el 4rbol cuando la altura de la rama izquierda ha disminuido y el
FE de NODQ es igual a 1. NODO es un pardmetro por referencia de tipo puntero. BO es un
pardmetro de tipo booleano, también por referencia. BO se utiliza para indicar que la altura de
la rama izquierda ha disminuido}

{NODO1 y NODO?2 son variables auxiliares de tipo puntero}

Si (BO = VERDADERO)
entonces
Si (NODOA.FE)
=—1: Hacer NODOA.FE <=0
0: Hacer NODON.FE < 1 y BO <= FALSO
1: {Reestructuracién del arbol}
Hacer NODO1 <— NODO” DER
Si (NODOIANFE 2 0)
entonces {Rotacién DD}
Hacer NODO”.DER <— NODOI1MIZQ y NODO1AIZQ <= NODO
SiNODOIAFE
= 0: Hacer NODOMNFE <= 1, NODOIMNFE <= -1y
BO < FAL 0
=1: Hacer NODOA.FE <— 0y NODO1IANFE < 0
{Fin del condicional 1.1.1.1}
Hacer NODQO <— NODO1
{Termina la rotacién DD}
si no {Rotacién DI}

Hacer NODO2 <= NODOI1/.1ZQ, NODOMDER <— NODO2A1ZQ,
NODO2M.1ZQ <— NODO, NODOINIZQ «<— NODO2A.DER y
NODO27~.DER <— NODO1

Si (NODO2AFE = 1)
entonces
Hacer NODONFE < -1
si no
Hacer NODOAMNFE <= 0
{Fin del condicional 1.1.1.3}
Si (NODO2A.FE =-1)
entonces
Hacer NODOIAFE <— 1
sino
Hacer NODOIAFE <— 0

1l
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1.1.1.6 {Fin del condicional 1.1.1.5}
Hacer NODO <= NODO2 y NODO2A.FE <— 0
{ Termina la rotacién DI}
I.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1}
1.2 {Fin del condicional del paso 1.1}
2. {Fin del condicional del paso 1}

_———— —— - ———

Algoritmo 6.12  Reestructura_der

Reestruciura_der

{Este algoritmo reestructura el drbol cuando la altura de la rama derecha ha disminuido y =
FE de NODO es igual a —1. NODO es un pardmetro, por referencia, de tipo puntero. BO es u=
pardmetro de tipo booleano, también por referencia. BO se utiliza para indicar que la altura de
la rama derecha ha disminuido}

{NODO1 y NODO?2 son variables auxiliares de tipo puntero}

1. §i (BO = VERDADERO) entonces
1.1 SiNODOAFE
=1: Hacer NODOA.FE < 0
=0 : Hacer NODOM.FE «<— ~1 y BO < FALSO
=—1: {Reestructuracién del arbol}
Hacer NODO1 < NODOA.IZQ
1.1.1 Si (NODOINFE < 0)
entonces {Rotacién IT) |
Hacer NODOA.IZQ < NODO1”.DER y NODO1~.DER « NODO
1.1.1.1 §i NODOIAFE
= 0: Hacer NODOA.FE < -1, NODOIAFE < 1y
BO < FALSO
= —1: Hacer NODOA.FE <~ 0 y NODOIAFE < 0
1.1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1.1}
Hacer NODO <« NODO1
{Termina la rotacién /7}
si no {Rotacién ID)
Hacer NODQO2 < NODOI1”.DER, NODO*.IZQ < NODO2”.DER,
NODOQ2”.DER <~ NODO, NODO1~.DER < NODO2*1ZQ y
NODO2/.1ZQ < NODO1
1.1.1.3 Si (NODO2AFE =-1)
entonces
Hacer NODOA.FE « 1
si no
Hacer NODOA.FE < 0
1.1.1.4 {Fin del condicional del paso 1.1.1.3}
1.1.1.5 Si (NODO2ANFE = 1)
entonces
Hacer NODOI1A.FE < -1




si no
Hacer NODOIAFE < O .
1.1.1.6 {Fin del condicional del paso 1.1.1.5} I
Hacer NODO <« NODO2 y NODO2/.FE < 0
{ Termina la rotacién /D)
1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1}
1.2 {Fin del condicional del paso 1.1}
2. {Fin del condicional del paso 1}

A continuacién se presenta el algoritmo de eliminacién en arboles balanceados, el
cual hard uso de los previamente explicados.

\lgoritmo 6,13 Elimina_balanceado

Elimina_balanceado (NODO, BO, INFOR)

{El algoritmo elimina un elemento en un 4rbol balanceado. Utiliza dos algoritmos auxiliares
Reestructura_izq y Reestructura_der. NODO es un pardmetro por referencia de tipo puntero.
BO es un pardmetro de tipo booleano, también por referencia, y se utiliza para indicar que la
altura del 4rbol ha disminuido, su valor inicial es FALSO. INFOR es un pardmetro de tipo
entero que contiene la informacién del elemento que se quiere eliminar}

{OTRO, AUX, AUX1 son variables auxiliares de tipo puntero. BOOL es una variable de tipo
booleano}

1. §i (NODO = NIL)
entonces
1.1 Si (INFOR < NODO*.INFO)
entonces
Regresar a Elimina_balanceado con NODOA.IZQ, BO e INFOR
Llamar al algoritmo Reestructura_izq con NODO y BO
si no
1.1.1 Si (INFOR > NODO".INFO)
entonces
Regresar a Elimina_balanceado con NODO”.DER, BO e INFOR
Llamar al algoritmo Reestructura_der con NODO y BO
sino
Hacer OTRO < NODO y BO « VERDADERO
1.1.1 Si (OTROA.DER = NIL)
entonces
Hacer NODO « OTROMNIZQ
si no
1.1.1.1.1 Si (OTROMNIZQ = NIL)
entonces
Hacer NODO < OTRO*DER
si no
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Ejemplo 6.22

Arbol balanceado.

ARBOLES

Hacer AUX «<— NODOA.IZQ y BOOL < FALSO
Mientras (AUX”.DER = NIL) Repetir
Hacer AUX1 < AUX, AUX <« AUX”.DER
y BOOL < VERDADERO

{Fin del ciclo del paso 1.1.1.1.1.A}

Hacer NODOM INFO < AUXA.INFO y
OTRO < AUX

Si (BOOL = VERDADERO)
entonces

Hacer AUX1/A.DER < AUX"1ZQ
si no
Hacer NODOMNIZQ «— AUXM1ZQ
{Fin del condicional del paso 1.1.1.1.1.C}
Llamar al algoritmo Reestructura_der
con NODOAIZQ y BO
{Fin del condicional del paso 1.1.1.1.1}
{Fin del condicional del paso 1.1.1.1}
Quitar (OTRO) {Libera la memoria del nodo}
{Fin del condicional del paso 1.1.1}
£ {Fin del condicional del paso 1.1}
si no
Escribir “La informacién no se encuentra en el drbol”
{Fin del condicional del paso 1}

El anélisis matemadtico de los algoritmos de insercién —Inserta_balanceado—

eliminacién —Elimina_balanceado— demuestra que es posible buscar, insertar y el-
minar un elemento en un arbol balanceado de n nodos en O(log n) unidades de tiemp:
Por otra parte, diversos andlisis demuestran que son més frecuentes las rotaciones &
las operaciones de insercién que en las de eliminacién, ya que mientras se produ<:

aproximadamente una rotacién por cada dos inserciones, se produce una rotacién por
cada cinco eliminaciones.

Supongamos que se desea eliminar la clave 1
65 del arbol balanceado de la figura 6.34:

70_

-1 / \ 1

60 80

» / \ . . / \ .

40 65 77 90
0 / o/ o/ \.
20 72 87 D5
o /

82
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Las operaciones que se realizan son las siguientes:

a) ELIMINACION: clave 65

al)

a.2)  ROTACION 17
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ARBOLES

)
+— NODO

70 |
. / \1
(40 80, «— NODO -
. / \ . . / \ .
20 60 & 90
0 / = /\, 0
72 87, (95
0 /
82
0 v
80
. / \ .
70 190
0 / \_—1 -1 / \ 0
40 77 87 ‘95
o/ Noo/ o/
20 (60 (72 82

a.3) ROTACION DD

a.3)

Observe el lector que al eliminar la clave 65 se desbalancea el arbol y debems:
efectuar la rotacién /1. Sin embargo, luego de balancear y modificar el factor de equ-
librio del nodo que almacena la clave 70 nos damos cuenta que debemos efectuar -
nuevo balanceo, ahora una rotacién DD. Este es un tipico caso donde al eliminar un:
clave se produce una cadena de balanceos.

ADDNAITC RAIIITICARAINAC
6.5 ARBOLES MULTICAMINOS

Los diferentes tipos de arboles binarios estudiados hasta el momento fueron desarrc-
llados para funcionar en la memoria principal de la computadora. Sin embargo, existe:
muchas aplicaciones en las que el volumen de informacién es tal, que los datos ¢~
caben en la memoria principal y es necesario almacenarlos, organizados en archives:.
en dispositivos de almacenamiento secundario. Esta organizacion de archivos debe s¢:
suficientemente adecuada como para recuperar los datos en forma eficiente.
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Es importante recordar que el tiempo necesario para localizar un registro en Ja me-
moria principal de la computadora se mide en microsegundos, mientras que el tiempo
necesario para localizar una pdgina (contiene varios registros) en memoria secundaria,
por ejemplo disco, se mide en milisegundos. El tiempo de acceso, claro estd, es miles de
veces mds rapido en la memoria principal que en la memoria secundaria.

Considere el caso de almacenar un drbol binario en disco. Se necesitard en pro-
medio, para localizar alguno de los nodos, log, n accesos a disco, donde n representa
el nimero de nodos del arbol y del orden del mismo, que en este caso es igual a 2. Por
ejemplo si el arbol contiene 1 000 000 de elementos, se necesitarian aproximadamente
20 accesos a disco. Ahora bien, si el drbol estd organizado en paginas —nodos—, de tal
manera que cada pagina contenga como minimo 100 elementos, entonces se necesita-
rian como mdximo tres accesos a disco (log,,, 1 000 000). Note el lector que los accesos
a disco disminuyen de modo considerable.

Existen diferentes técnicas para la organizacion de archivos indizados, sin embargo
la organizacién en arboles-B y especificamente su variante, la organizacion en arboles-
B, es la més utilizada.

Los arboles-B son una generalizacién de los drboles balanceados. Estos representan
basicamente un método para almacenar y recuperar informacion en medios externos.
Fueron propuestos por Bayer y McCreight en 1970. Su nombre drboles-B nunca fue
explicado por los autores, aunque muchos sostienen que B proviene de Bayer, uno de
sus inventores.

En este tipo de 4rboles, un grupo de nodos recibe el nombre de pagina. En cada
pagina se almacena la informacion de un grupo de nodos y se identifica por medio de
una clave o llave.

En general cada pagina de un arbol B de orden d contiene 2d claves como maximo
y d claves como minimo. Con esto se garantiza que cada pagina esté llena como mini-
mo hasta la mitad. Respecto al nimero de descendientes, cada pdgina de un 4rbol-B de
orden d tiene 2d + 1 hijos como maximo y d + | hijos como minimo, excepto la pagina
raiz que puede contener como minimo | dato y por consiguiente solamente 2 hijos. Las
paginas en general son almacenadas en dispositivos de almacenamiento secundario, a
excepcion de la pagina raiz que es conveniente mantenerla en memoria principal. Cabe
mencionar, que bdsicamente por cuestiones de espacio, en los ejemplos y figuras, en
cada nodo se almacena solamente un dato, la clave con la cual vamos a trabajar. En la
figura 6.35 se presenta un diagrama correspondiente a un drbol-B de orden 2.

e [aln] [l
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Pégina de un arbol-B de
orden d.

Ejemplo 6.23

Arbol-B de orden 2.

ArsoLes

En la figura 6.36 se observa una pagina de un arbol-B de orden d, con d claves
d + 1 hijos.

| |cLave,| [cLave,| [cLave,| | Ll o [ erave,] |
| _ |

Formalmente un 4rbol-B se define de la siguiente manera:

Cada pdgina, excepto la raiz, contiene entre d y 2d elementos, siendo d el grado d=
arbol.

La raiz puede almacenar entre / y 2d elementos.

Cada pégina, excepto la pagina raiz y las paginas hoja, tiene entre d + 1 y 2d ~
descendientes. Se utilizard m para expresar el nimero de elementos por pagina.
La pagina raiz tiene al menos dos descendientes.

Las péginas hoja estdn todas al mismo nivel.

Luego de analizar el drbol-B de la figura 6.37 se puede afirmar lo siguiente respecto :
éste:

|
I NI

\15\19‘22(26—\ \35\41\ wh—z\ \69\7;3-\ \77\;.@ \89\.92J 96 | 98 | o2

¥ Orden del 4rbol: 2

¥ Altura del arbol: 3

b Todas las paginas contienen 2, 3 o 4 elementos, excepto la rafz que contiene 1.

}  Los elementos dentro de la pagina se encuentran ordenados en forma creciente, ¢z
izquierda a derecha.

¥ Todas las hojas estdn al mismo nivel.

»  Todas las paginas tienen 3 o 4 descendientes.

" I i coe: Eobic b
Busqueda en arboles-B

El proceso de biisqueda en drboles-B es una generalizacién del proceso de bisquedz
en arboles binarios de biisqueda. Los pasos necesarios para localizar una clave X er
un 4rbol-B son los que se presentan a continuacién. Se utiliza NIL para indicar que lz
pigina estd vacfa.
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Se debe tener en memoria la pagina sobre la cual se quiere trabajar.
Si (pagina = NIL)
entonces
Se avanza hacia el paso 2

si no
Se avanza hacia el paso 3
! {Fin del condicional del paso 1.1}

Se debe verificar si la clave buscada se encuentra en dicha pdgina. Si m es pequefia
se utilizard bisqueda secuencial, de otra manera se podra utilizar bisqueda binaria.

I Si (la clave se encuentra en la pagina)
entonces {La operacién de bisqueda concluye cuando se encuentra
{EXITO! el dato en la pagina visitada}

si no

Se deben distinguir los siguientes casos:

Si(X< CLI)) entonces
Se debe localizar PAG,

Si(CL, < X < CL)) entonces
Se debe localizar PAG,

Si (X > CL) entonces
Se debe localizar PAG,

{Fin del condicional del paso 2.1}
:.} Regresar al paso 1.

Nota: Se utiliza el término CL para hacer referencia a las claves de una deter-
minada pagina, X para indicar la clave que se busca y PAG para expresar la
pagina que debe localizarse en memoria secundaria.

iFRACASO! La pagina que se desea localizar estd vacia, por lo tanto el proceso
de biisqueda se interrumpe y se informa que la clave no se encuentra almacenada
en el drbol.

El proceso de insercién en drboles-B es relativamente sencillo, aunque requiere cierto
tratamiento especial debido a las caracteristicas propias de estos drboles. Los drboles-B
tienen un comportamiento tipico, diferente al resto de los arboles estudiados anteriormen-
te. Todas las hojas estdn al mismo nivel y por lo tanto cualquier camino desde la raiz hasta
alguna de las hojas tiene la misma longitud. Por otra parte, los drboles-B tienen una forma
extrafia de crecer, lo hacen de abajo hacia arriba, es decir, desde las hojas hacia la raiz. Los
pasos para llevar a cabo la insercién de un nodo en un arbol-B son los siguientes:

Localizar la pagina donde corresponde —por el valor, para no alterar el orden—
insertar la clave.

Si (m < 2d) {El nimero de elementos de la pdgina es menor a 24}
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entonces
La clave se inserta en el lugar que le corresponde
{En la figura 6.38 se presenta un ejemplo de este caso}

si no {El nimero de elementos de la pagina es igual a 2d}
La pagina afectada se divide en 2 y se distribuyen las m + 1
claves equitativamente entre las mismas. La clave del medio sube

a la pagina antecesora
{En la figura 6.39 se presenta un ejemplo de este caso}
{Fin del condicional del paso 2}

Los pasos anteriores se repiten mientras sea necesario. Si alguna de las pdgis
antecesoras se desborda nuevamente, entonces hay que ordenar las claves en la pigz=
aplicar particion y la clave del medio sube a la pdgina antecesora. El proceso de prz
gacién puede llegar incluso hasta la rafz, en dicho caso la altura del 4rbol se increms=
en una unidad.

{En la figura 6.40 se presenta un ejemplo de este caso}

INSERCION: CLAVE 15

Insercién de la clave 15 en
un arbol-B. a) Antes de in-

sertar la clave. b) Después ;
de insertar la clave. _

a) b)

Insercion de la clave 13 en un rbol-B. a) Antes de insertar la clave. b) Después
de insertarla.

Nota: Observe el lector que la insercion de la clave 13 provocé la division de la pagina A en dos
paginas: By C. Las claves se distribuyeron equitativamente entre las paginas citadas y la clave del
medio (15) subi6 a la pagina antecesora.

INSERCION: CLAVE 13

mERREIEE

PAGINA A PAGINAB PAGINA C
13

a) b)



==ad6n de la clave 66 en
= whol-B. a) Antes de in-
=== |a clave. b) Después
= rsertarla.

sz Observe el lector que la
=:ion de la clave 66 provo-
« = divisién de la pagina A en
= aginas: By C. Sin embar-
= # subir la clave del medio
0 se produjo un nuevo
=oordamiento que origind
s2ticion de la pagina D
= 25 paginas Ey F. La clave
4 orma ahora parte de una
=2 pagina (G) y representa
=2 del arbol.

Ejemplo 6.24

rserciones en un arbol-8
= orden 2.
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INSERCION: CLAVE 66

60 66
PAGINA D
uls! [25H48‘ !7%JJ _
]10‘13‘ ‘17‘2@ \27J29‘$‘1J 51]56]60 64, | 78] 90]
PAGINA A
a)
PAGINA G
PAGINA E PAGINA F

10|13 ’17}21—‘ @29‘31‘ ‘515@ ‘64‘66‘ 78 | 90

PAGINA B PAGINA C

b)

Supongamos que se desea insertar las siguientes claves en un arbol-B de orden 2 que se
encuentra vacio:

10-27-29-17-25-21-15-31-13-51-20-24-48-19-60-35-66

Los resultados parciales que ilustran el crecimiento del drbol se presentan en los
diagramas de la figura 6.41.

a) INSERCION: CLAVES 10,27,29Y 17

EIEIE)
b) INSERCION: CLAVE 25

=

o[ e
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¢) INSERCION: CLAVES 21, 15Y 31
(continuacion)

d) INSERCION: CLAVE 13

5] f2s]

) INSERCION: CLAVES 51,20Y 24

[EED
m‘lé‘ ‘17‘20‘21’2ﬂ };.7‘29'31‘51‘

) INSERCION: CLAVE 48

>l

‘10‘15‘ |17‘20.‘21J24| ‘27‘29‘ -48 51

JIJAEINEIE NS

g) INSERCION: CLAVE 19

JDIEINEINEIR

[10J13‘ ‘17|19| |21.|24| ‘27’29| |48‘51‘




-ontinuacion)

Ejemplo 6.25

\ .'. _ N ! .'I.
==2r¢ion en un arbol-8 de
==n 2. a) Antes de inser-
= las claves, b) Después
= msertar las claves.
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h) INSERCION: CLAVES 60 Y 35

BADAEIAEINENR
- 7 I :
[]i] [v]n] []=] s[afsi @)

i) INSERCION: CLAVE 66

PIEIE
AENNENY!
‘10"'13‘ ‘17‘@ 21 (24 ‘27'29J '35‘48‘ ‘60.‘66—‘

Dado como dato el arbol-B de orden 2 de la figura 6.42a, verifique si el mismo queda
igual al de la figura 6.42b luego de insertar las siguientes claves:

43-21-77-58-63-15-37-41-72-39-95-70

a)
1]
AEInEIN
{10)‘15\ ’27‘37‘ 4.1‘ 8 ‘58‘63‘ ’70‘72} ‘86‘85‘

b)
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La operacién de eliminacion en arboles-B es una operacién més complicada qus :
insercién. Consiste en quitar una clave del 4rbol sin violar la condicién de que en -
péagina, excepto la raiz, no puede haber menos de d claves ni més de 2d claves, siend
el orden del drbol. En la operacién de borrado se deben distinguir los siguientes cas

Si la clave a eliminar se encuentra en una pagina hoja entonces simplemente s¢
suprime.
Siim=d)
{Se verifica que el nimero de elementos en la pagina sea vélido}
entonces
Termina la operacién de borrado.
{Se presenta un ejemplo de este caso en la figura 6.43}
Si no
Se debe bajar la clave lexicogrificamente adyacente de la
pagina antecesora y sustituir esta clave por la que se
encuentre mds a la derecha en el subdrbol izquierdo o por la
que se encuentre mas a la izquierda en el subdrbol derecho.
Con este paso se logra que m, en esta pagina, siga
siendo = 4.
{Se presenta un ejemplo en las figuras 6.44a y 6.44b}
Si esto no es posible, por las m de las paginas
involucradas, se deben fusionar las piginas que son
descendientes directas de la clave que se baja.
{Se presenta un ejemplo de este caso en las figuras 6.44c y 6.44d}
{Fin del condicional del paso 1.1}
{Fin del condicional del paso 1}

Sila clave a eliminar no se encuentra en una pagina hoja entonces
Se debe sustituir por la clave que se encuentra mds a la izquierda
en el subdrbol derecho o por la clave que se encuentra més a la
derecha en el subdrbol izquierdo.
Si(m=4d)
{Se verifica que el nimero de elementos en la p4gina sea vélido}

ELIMINACION: CLAVE 27

Eliminacién de la clave 27
en un arbol-8 de orden
2. a) Antes de eliminar la 1

clave. b) Después de eli-

minarla.

[10%3‘ ‘17‘21‘ \2_7[29‘31‘ ‘10‘13‘ ‘17‘21‘ ‘29‘31

a) b)



Ziminacion de las claves
21y 10 en un érbol-8 de
xrden 2. a) Antes de elimi-
~ar la clave 21. b) Después
= eliminarla. ¢) Antes de
=:minar la clave 10.

4 Después de eliminarla.

wotas: Al eliminar la clave 21
= |3 pagina A, baja la clave
= de la pagina antecesora y
=3 es sustituida por la que se
=wuentra mas a la izquierda
= la pagina derecha; es decir,
= clave 27 de la pagina B.

= eliminar la clave 10 de la
==3na A, baja la clave 15 de la
=3na antecesora y se fusio-
=0 las paginas Ay B.

=minacion de la clave 15
= un arbol-B de orden

. = Antes de eliminar la
s=ve. b) Después de eli-

mnarla,

ez Al eliminar la clave 15
= sstituye por la clave que se
mowentra mas a la izquierda
= = subarbol derecho (17).
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entonces
Termina la operacién de borrado.
{Se presenta un ejemplo de este caso en la figura 6.45}
si no
Se debe bajar la clave lexicograficamente adyacente de la
pagina antecesora y fusionar las paginas que son
descendientes directas de dicha clave.
{En la figura 6.46 se presenta un ejemplo de este caso}
. {Fin del condicional del paso 3.1}
{Fin del condicional del paso 3}

Cabe aclarar que el proceso de fusién de paginas se puede propagar incluso hasta
la raiz, en cuyo caso la altura del arbol disminuye en una unidad. En la figura 6.47 se
presentan dos ejemplos de este caso.

:
10 13. {17‘2{‘ ‘27“429‘31‘

‘10‘13‘ ‘17‘25’ 29 | 31
PAGINAA -~ PAGINA B

a) b)

ELIMINACION: CLAVE 10

Ble] (5
:PAGINA A PAGINA B,
" FUSION DE PAGINAS

c) d)

ELIMINACION: CLAVE 15

a) b)
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Eliminacién de la clave 25
en un arbol-B8 de orden

2. a) Antes de eliminar la
clave. b) Después de eli-
minarla.

Nota: Al eliminar la clave 25
se sustituye por |3 clave que se
encuentra mas a la derecha en
el subarbol izquierdo (21). Sin
embargo, al subir la clave 21,
en la pagina A, m queda menor
que d, por lo que es necesario
realizar una fusion. Baja la cla-
ve correspondiente a la pagina
antecesora (nuevamente 21), y
se fusionan las paginas Ay B.

Eliminacion de las claves
21y 25 en un arbol-B de
orden 2. a) Antes de elimi-
nar la clave 21. b) Después
de eliminarla.

Nota: Al eliminar la clave 21
de la pagina A, m queda menor
a d, por lo que es necesario
bajar la clave 20 de la pagina
antecesora, produciéndose la
fusion de las paginas Ay B. Sin
embargo, en la pagina C nue-
vamente m queda menor a d,
por lo que es necesario bajar la
clave 25 de la pagina E. Como
esta pagina queda vacia, es
necesaria entonces una nueva
fusién, ahora de las paginas €
y D. La altura del arbol dismi-
nuye en una unidad.

ARBOLES

ELIMINACION: CLAVE 25
.
17 | 21 29 | 31

IPAGINAA PAGINA B

10|13

T

FUSION DE PAGINAS
a) b)
ELIMINACION: CLAVE 21
PAGINA E
25
L
PAGINA C PAGINA D

A THNE:

IEINED

17‘19‘ ‘21‘24

o] ]

‘27\29‘

R B

'PAGINA B, PAGINA A

FUSION DE PAGINAS

@)

IENE]

TIRENE

21 29 | 2

10| 13 17 [ 19 26‘24‘ ]| [3]4 60 | 66
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URAG.47  ELIMINACION: CLAVE 25
ontinuacion) PAGINA A
> Antes de eliminar la
zave 25. d) Después de (.1 25 lf :
=minarla. ; ' .
sota: Al eliminar la clave 25 h PAGINA D ; : PAGINA E

= la pagina A, se sustituye por -
= clave que se encuentra mas I 20 I \
= 2 derecha en el subarbal o I

zauierdo (24 de la pagina B). ! N | ~

> embargo, en la pagina B, m — T ) -

==da menor que d, por lo que m ‘ 21 ‘ 24 ’77 ‘ 29 ’ 35|48 60 | 66
= nacesario bajar la clave 20 ' .
= la pagina D produciéndose ‘PAGINA C PAGINA B*
= usion de las paginas By mmanssaennannn wemmmmann H
 Wuevamente en la pagina
I mqueda menor a d, por lo
== ahora es necesario bajar
= dave 24 de la pagina A. <)
70 esta pagina queda vacia

==onces necesita realizarse

== fusion de las paginas Dy

< .3 altura del arbol disminuye

= ma unidad. U 15 l i24 ' | 31 I ISHJ _
10 13 17119 20; 21 27 29 | .‘35 ‘ 48—‘ .:60 66

d)

FUSION DE PAGINAS

Ejemplo 6.26 Supongamos que se desea eliminar las siguientes claves del arbol-B de orden 2 de la
figura 6.48:

RA & A8

%=0l-B de orden 2. : -
17 ] 19 21|24 27 | 29 35 | 48 60 | 66

25-24-29-27-48-19-51-21-13-15-17-66-10

Los resultados parciales que ilustran cémo funciona el procedimiento se presentan
en los diagramas de la figura 6.49.
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Eliminaciones en un
arbol-B de orden 2.

a) ELIMINACION: CLAVE 25

| .HlSJ ‘24‘ [31ﬂ5ﬂ_‘| |
o [EREE [@E (s

b) ELIMINACION: CLAVE 24

A EINEREIR S
1711920 27 | 29 3548 60 66

¢) ELIMINACION: CLAVE 29

1| 15[ 21 \ﬂ_!
o]n]  [A]]]

d) ELIMINACION: CLAVES 27,48 Y 19

SENEINEIE

ppilon




c AL
0.83

-ontinuacion)

Ejemplo 6.27

==-8 de orden 2 luego
w=iminar las claves 48,
"y 25.

253

€) ELIMINACION: CLAVE 51

6 [E e

) ELIMINACION: CLAVE 21

EnElt
l

10] 13 17 | 20 mm

g) ELIMINACION: CLAVE 21

3E)
DENE Slalw]

hy ELIMINACION: CLAVES 15, 17,66 Y 10

BEIEG

Dado como dato el 4rbol-B de orden 2 de la figura 6.48, verifique si el mismo queda
igual al de la figura 6.50, luego de eliminar las siguientes claves:

43 -31-10-25
B[]
|
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Ejemplo 6.28 Supongamos que se desea eliminar la clave 17 del drbol-B de orden 2 de la figura &5

Arbol-B de orden 2.
CLAVE A ELIMINAR: 17

[T=Ile =[]

F4|17‘ ‘20‘23‘ ‘27‘51‘35‘ ‘44[48‘ ‘54‘60‘6ﬂ ‘73.‘80‘ ‘86‘88-

Las operaciones que se realizan son las siguientes:

a) ELIMINACION: CLAVE 17

PAGINA F
PAGINAC . PAGINAD
ol =] eIl
; | _ PAGINAE -~ " | ._
‘14|17| ‘20 23‘ ‘27|31\£| ‘44‘48‘ ‘54‘60‘62‘ |73|80| ‘86‘88|u
PAGINA A~ PAGINA B
a)

T==]] AEINEE!

Walsn]n| [a[]s] [a]s] [#[e]e] [B[0] [6]s]s

b)



6.5.2

=2-B* de orden 2.
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Nota: Al eliminar la clave 17 de la pagina A, m queda menor a d, por lo que es
necesario bajar la clave 18 de la pagina C, produciéndose la fusién de las paginas A y
B. Sin embargo, en la pagina C nuevamente m queda menor a d, por 1o que es necesario
bajar la clave 38 de la pagina F. Aqui es donde se produce uno de los casos mds dificiles
de borrado en drboles-B. En los ejemplos anteriores hacfamos fusién de las paginas C
y D, disminuyendo la altura del drbol. Sin embargo, si hiciéramos esto m serfa mayor a
24, por lo que violariamos los principios que definen un arbol-B. Es necesario entonces
subir la clave 52 de la pdgina D a la pagina F, y la pagina E pasa a ser el hijo derecho de
la clave 38, ahora en la pagina C.

Los arboles-B* se han convertido en la técnica mds utilizada para la organizacién de ar-
chivos indizados. La principal caracteristica de estos arboles es que toda la informacién
se encuentra en las hojas, mientras que los nodos rafz e interiores almacenan claves que
se utilizan como indices. Debido a esta caracteristica de los drboles-B, todos los cami-
nos desde la rafz hasta cualquiera de los datos tienen la misma longitud. En la figura
6.52 presentamos un diagrama de un drbol-B* de orden 2.

Es de notar que los drboles-B* ocupan un poco mds de espacio que los drboles-B, y
esto ocurre al existir duplicidad en algunas claves. Sin embargo, esto es aceptable si el
archivo se modifica frecuentemente, puesto que se evita la operacién de reorganizacién
del 4rbol que es tan costosa en los arboles-B.

Formalmente se define un drbol-B* de orden d de la siguiente manera:

Cada pagina, excepto la raiz, contiene m elementos, donde m es un valor entre d y
2d.

La raiz contiene de 1 a 2d elementos.

Cada pdagina, excepto la raiz, tiene entre d + 1 y 2d + 1 descendientes.

La pégina raiz tiene al menos dos descendientes.

Las pdginas hojas estdn todas al mismo nivel.

Toda la informacién, con las claves que las identifican, se encuentra en las p4ginas
hoja.

Las claves almacenadas en las paginas raiz e interiores se utilizan como indices.

o w[s T
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La operacién de biisqueda en arboles-B* es similar a la operacién de biisquedz =
arboles-B. El proceso es simple, sin embargo puede suceder que al buscar una determs
nada clave la misma se encuentre en una pagina raiz o interior. En dicho caso no se dei=
detener el proceso porque en la pagina raiz o en las interiores s6lo se almacenan clav=
que funcionan como indices. La bisqueda debe continuar en la pagina apuntada por
rama derecha de dicha clave.

Por ejemplo, al buscar la clave 55 en el drbol-B* de la figura 6.52 se advierte gu=
ésta se encuentra en la pagina raiz. En este caso, se debe continuar el proceso de b=
queda en la pagina apuntada por la rama derecha de dicha clave.

El proceso de insercién en drboles-B* es relativamente simple, similar al proceso de
insercién en 4rboles-B. La dificultad se presenta cuando se desea insertar una clave ==
una pagina que se encuentra llena (m = 2d). En este caso, la pagina afectada se divic
en 2, distribuyéndose las m + 1 claves de la siguiente forma: “las d primeras claves en &
pégina de la izquierda y las d + 1 restantes claves en la pagina de la derecha”. Una copm
de la clave del medio sube a la pagina antecesora.

En la figura 6.53 se muestran dos diagramas que ilustran cémo funciona este cas
Puede suceder que la pagina antecesora se desborde nuevamente, en dicho caso se deb=
repetir el proceso anterior. Es importante notar que el desbordamiento en una péagirs
que no es hoja no produce duplicidad de claves. El proceso de propagacién puede lleg=
hasta la raiz, en cuyo caso la altura del &rbol se puede incrementar en una unidad.

Insercion de la clave 13 en un &rbol-B*. a) Antes de insertar la clave. b) Después de insertarla.

Nota: Observe que la insercion de la clave 13 en la pagina A produce su division en dos paginas: By C. Las d primeras claves se ubican en Ja pagina B (10y 13). L=
d+ 1 claves restantes en la pagina € (15, 17 y 21). Una copia de la clave del medio {15) sube a la pagina antecesora.

INSERCION: CLAVE 13

=T TeIT=]

‘10|15|17}21‘ ‘25‘27"29‘31‘ 10] 13 15|17 21 25 27| 29

PAGINA A PAGINA B PAGINA C

13

a) b)
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En la figura 6.54 se presentan dos diagramas que clarifican y resuelven este caso.

=sercion de la clave 66 en un arbol-B+. a) Antes de insertar la clave. b) Después de insertarla.

%ota: La insercion de Ja clave 66 en la pagina A provoc fa division de ésta en las paginas By C. Sin embargo, al subir una copia de la clave del medio (56) se produce
= nuevo desbordamiento en la pagina D que provoca su particion en las paginas £y F. La clave 48 forma ahora parte de la pagina G y representa la raiz del arbol. La

mura del arbol se incrementa en una unidad.

INSERCION: CLAVE 66
56

PAGINA D

tlrskf2s] ] {72]]

(o3| [is[ir]a]  fas|27]a9]  [ag]s1]s6]60 [72{80] 90

PAGINA A
66
a)
PAGINA G
PAGINAE _ PAGINA F

el [=1] [Twl[7]
ofs] Bk EEE [F Fels #uw

PAGINA B PAGINA C

b)

Ejemplo 6.29 Supongamos que se desea insertar las siguientes claves en un drbol-B* de orden 2 que
se encuentra vacio:

10-27-29-17-25-21-15-31-13-51-
20-24-48-19-60-35-66

Los resultados parciales que ilustran el crecimiento del drbol se presentan en los
diagramas correspondientes a la figura 6.55.
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FIGURA 6.55 a) INSERCION: CLAVES 10,27,29Y 17

Inserciones en un arbol-B*
o[[7]]

de orden 2.

b) INSERCION: CLAVE 25
Eil
W] 5[]
¢) INSERCION: CLAVES 21, 15Y 31
5]
d) INSERCION: CLAVE 13

][]
- |

[10]13] {15{15{21{ r25.f27]29{31{

e) INSERCION: CLAVE 51

AEIEINETE
1013 15 17.21 ‘25}27} ‘29‘.31‘51‘

H INSERCION: CLAVES 20,24,48 Y 19

dIDAEINESREIE

(10(13‘ Fs(n\wl ‘20‘21‘24‘ \25‘27‘ [29{31‘48‘51
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o = g) INSERCION: CLAVE 60

GURA 6.55
continuacion)
A
o] [s[o[s] L] [=F] [=H] [

1) INSERCION: CLAVES 35 Y 66

(2] [o]ai]5] [a]s]]e

[o]a] [E[e]w] [@]al]

Ejemplo 6.30  Dado como dato el 4rbol-B* de orden 2 de la figura 6.56a, verifique si el mismo queda
igual al de la figura 6.56b, luego de insertar las siguientes claves:

43-21-77-58-63-15-37-41-72-39-95-70

A 6 56

===ciones en un arbol-8*
= wden 2. a) Antes de » "
m==rtar las claves. Em
® 2=spués de insertarlas.

a)

EINEE

Eé“ssbﬂ l68|70]72] | 77]80]os5]

olis] [ai]zr] [ ]a]®)

b)
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La operacién de eliminacién en arboles-B* es m4s simple que la operacién de borm=s
en drboles-B. Esto ocurre porque las claves que se deben eliminar siempre se encues==
en las paginas hoja. En general se deben distinguir los siguientes casos:

Si al eliminar una clave m queda mayor o igual a d, entonces termina la operac=s
de borrado. Las claves de las paginas raiz o internas no se modifican por mas ==
sean una copia de la clave eliminada en las hojas. (Se presenta un ejemplo de ==
caso en la figura 6.57.)

Si al eliminar una clave m queda menor a d, entonces se debe realizar una redis=
bucién de claves, tanto en el indice como en las paginas hojas. Cuando se cambzz =
estructura del drbol, se quitan aquelias claves que quedaron en los nodos intenoe=
luego de haber eliminado su correspondiente informacién en los nodos hoja. Bs
dos ejemplos que ilustran cémo funciona este caso en la figura 6.58.

Puede suceder que al eliminar una clave y al realizar una redistribucién de las =
mas, la altura del 4rbol disminuya en una unidad. En la figura 6.59 se presentan &
diagramas que corresponden a este caso.

ELIMINACION: CLAVE 25

Eliminacion de la clave 25

de un arbol-8* de orden

2. a) Antes de eliminar la
clave. b) Después de eli-

minarla. ¢

Nota: Al eliminar la clave 25 FZS ‘ 2 ‘ 29 ‘ ‘ 10 ‘ 7 ‘

de la pagina A, la pagina raiz B .
que contiene como indice a la a) PAGINA A b)

clave eliminada no se modifica.

ELIMINACION: CLAVE 27
Eliminacion de las claves
27y 21 de un arbol-B* de
orden 2. 3) Antes de elimi- d - , I )
nar la clave 27. b) Después
de eliminarla. ¢} Antes de

eliminar Ia clave 21. o) ‘ 15‘ 17 ‘ 21 ‘ (ﬂ 27} 1013 15|17 21 | 22

Después de eliminarla. P J \
PAGINA B PAGINA A

a) b)




GURA 6.58

continuacion)
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Sotas: Al eliminar la clave 27 de la pagina A, m queda menor a d, por lo que debe realizarse una redistribucién de claves. Se toma la clave que se encuentra mas a la
ZFrecha en la rama izquierda de 25 (21 de la pagina B). Se coloca dicha clave en la pagina Ay una copia de la misma, como indice, en la pagina C.

4 eliminar la clave 21 de la pagina A, m queda menor a d, por lo que debe realizarse una redistribucion de claves. Como no se puede tomar una clave de la pagina 8

2uesto que m quedaria menor a d, entonces se realiza una fusién de las paginas Ay 8.

Ziminacion de la clave 37
= un arbol-8* de orden
_ 2 Antes de eliminar la
zve. b) Después de eli-
=marla.

sz Al eliminar la clave 37
= ia pagina A, m queda menor
2 por lo que debe realizarse
m= redistribucion de claves.
“==o0 no puede tomarse una
mme de la pagina B, puesto
== m quedaria menor a d, en-
=mr=s se realiza una fusion de
= z2ginas Ay 8. Sin embargo,
w= de esta fusion m queda
==ur a d en la pagina C, por
»3me debe bajarse la clave 29
= = pagina Ey realizarse una
== fusion, ahora de las pa-
== Cy £. La altura del &rbol
Ss=nuye en una unidad.

ELIMINACION: CLAVE 21

amnE

iPAGINA B, PAGINA A+

FUSION DE PAGINAS

<)

ELIMINACION: CLAVE 37

PAGINA D
b _Hsl=0
- \
| P
o] [i])

PAGINA E

‘25“)27‘ |29k|32|

a)

0] 1)

‘PAGINA A~ PAGINA B!

FUSION DE PAGINAS

M EEE-

‘10|11‘“' ‘13‘\15} 25|27 ‘29‘32‘ ‘35‘45.‘49

b)
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Ejemp|0 6.31 Supongamos que se desea eliminar las siguientes claves del drbol-B* de orden 2 d= &
figura 6.60.

15-51-48-60-31-20-66-29-10-25-17-24

Arbol-B* de orden 2. _ .

10 13J. |15|17|1.9‘ ‘20\1[24‘ ‘23|27‘ |29|31|45| |48‘51|60:+_v

Los resultados parciales que ilustran cémo funciona el procedimiento se presenzz
en los diagramas de la figura 6.61.

a) ELIMINACION: CLAVES 15,51 Y 48

Eliminaciones en un

arbol-8* de orden 2. . l
B!
1013 719 20 21.\‘24 Lzs ].27‘ ]29‘31]45| [.;0[65

b) ELIMINACION: CLAVE 60

; | h

1013 10 2021 24 |2;|27’ {25‘31} |.‘45‘66




ntinuacion)

Ejemplo 6.32

SURA 6.62
smoi-Br de orden 2 luego
= =iminar las claves 51,
W 15,21,25y 17,

. 263

¢) ELIMINACION: CLAVE 31
I AR EI R
o] 0 EEE BE EsE
d) ELIMINACION: CLAVES 20 Y 66

SDIEINEINEIE
%%,

o] [as] [30]

B

¢) ELIMINACION: CLAVES 29y 10

I
wEf [ EEE

) ELIMINACION: CLAVES 25, 17 y 24

Verifique si el drbol-B* de orden 2 de la figura 6.60 queda igual al de la figura 6.62, luego
de eliminar las siguientes claves:

51-20-15-21-25-17

AT
(ﬂ 13‘19‘ [24‘27‘ 2931 |45 48-.j60 66
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Clase Arbol.

- 93

6.5.3

s

Arsotes

Los arboles 2-4 son una variante de los drboles multicaminos. Estos se caracterizs
porque cada uno de sus nodos puede tener mdximo 4 hijos y todos los nodos extems
—hojas— estdn al mismo nivel. Es decir, en estos drboles se debe garantizar el tams=
y la altura de los mismos.

Como en el caso de los 4rboles multicaminos analizados en las secciones previm
las operaciones de insercién y eliminacién pueden ocasionar, respectivamente, la pas
cién o fusién de los nodos con el objeto de mantener las propiedades enunciadas. Des
do a que se llevan a cabo de manera similar a lo presentado, se deja al lector el desarrd
de los correspondientes algoritmos.

6.6 A CLASE ARBO

La clase Arbol tiene como atributo a la raiz de la estructura y como métodos a todas =
operaciones analizadas, segin el tipo de 4rbol que se esté representando. Graficamen=
una clase Arbol —para 4rboles binarios— se puede ver como se muestra en la figes
6.63. En este caso, los métodos permiten llevar a cabo todas las operaciones presentads
previamente: los tres tipos de recorridos, biisqueda, insercién y eliminacién.

Se tiene acceso a los miembros de un objeto de la clase Arbol por medio de »
notacién de puntos. Asumiendo que la variable AROBJ es un objeto de la clase Arbx
previamente creado, se puede hacer:

AROBIJ.Recorre_Preorden(argumento) para invocar el método que visita cada un
de los nodos del drbol siguiendo el recorrido preorden. En este método se requies
como argumento un puntero al nodo a visitar —la primera vez es la raiz—, ya que ¢
un método recursivo.

AROBIJ Inserta(argumentos) para insertar un nuevo elemento en el arbol binan
En este método se requieren dos argumentos, uno para el nodo a visitar —la primera vez
es la raiz— y otro para el dato a insertar.

Arbol Nombre de la clase

RAIZ = puntero a un nodo } Atributos
N

Regresa_Raiz ()
Recorre_preorden (argumento)

>

Inserta (argumentos) Métodos

Elimina (argumentos)
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EJERCICIOS

1. Los drboles se pueden representar de diferentes formas. Dado el siguiente diagrama
de Venn que corresponde a una estructura arbol, conviértalo a notacién decimal de
Dewey y notacién indentada.

2]

2. Dada la siguiente estructura del 4rbol representada como anidacién de paréntesis:

(A(B(E(K), F), C(G(L, M(N))), D(H, 1, (O, P, Q, R), ))))

Calcule lo siguiente:

Grado del arbol.
1 Grado del nodo G.
Altura del arbol.
Nodos terminales u hojas.
Nodos interiores.

3. Dada la siguiente estructura de 4rbol representada como notacién decimal de
Dewey:

LA, 1.1.B,1.1.1.D,1.1.2.E, 1.1.2.1.,1.1.2.2.],
1.1.3.F, 1.1.4.G, 1.1.41.K, 1.1.4.1.1.M, 1.1.4.1.2.N,
1.2.C,1.21.H,1.2.1.1.L

Calcule las longitudes de camino interno y externo de dicho 4rbol.

4. Calcule cudl es el grado del nodo 7, si T es padre del nodo P y éste tiene 4 herma-
nos.
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10.

11.

. Represente las siguientes expresiones algebraicas utilizando arboles binarios.

(C*Y)A0.8 + (DIR) * K
A=R-(C+L/D)*K
X=(B/C*D)A05+(B/K+P) 08)~0.5

. Dados los siguientes drboles binarios representados como anidacién de paréntes:

(K(B(A,F (D), WML, O(P)),2))
(25(20(10(8)), 23(21)), 90(80(62(47(32))), 100))

Escriba los recorridos preorden, inorden y posorden de cada uno de ellos.

. (Cudl es el mdximo nimero de nodos de un arbol binario de altura i?

. (Cuéntos arboles binarios distintos se puede tener con 4 nodos? ;Y cudntos con

7?

. {Cuantos arboles binarios similares se puede tener con 4 nodos? ;Y cudntos ci=

7?

Dadas las siguientes secuencias de nodos obtenidas por los recorridos preordes
inorden y posorden, dibuje el correspondiente arbol binario.

Preorden: P-R-A-C-H-T-0-M
InordenntA-R-H-C-P-0O0-T-M
Postorden:A-H-C-R-O-M-T-P

Dados los siguientes drboles generales, uno representado en forma de grafo, incis:
a, y otro representado como anidacién de paréntesis, inciso b), conviértalos a arbc-
les binarios.
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Y
#OR

0009

b) (A(B(E,F(K)),C(G(L M(Q,R),N)),D (H,1(0(S), P))))
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Arooles ninarios

13. Dadas las siguientes claves que representan los signos del zodiaco, construya =
arbol binario de bisqueda.

piscis - acuario - capricornio - cancer - sagitario - virgo - leo -
escorpion - libra - géminis - aries - tauro

14. Dado el siguiente 4rbol binario de bisqueda, complete los nodos en blanco de
forma que no se violen los principios que definen justamente un arbol binario &

bisqueda.
55 / \ 87
/N \
32

AVEVAN /
/

15. Dado el siguiente 4drbol binario de biisqueda, elimine las claves

49-37-62-90-78
/_62\
9 78
55 69

e N
N

/ / I
/

93

16. Verifique si el arbol binario de bisqueda del diagrama del inciso a) queda igual ai
del diagrama del inciso b), luego de eliminar las claves

55-62-57-59-41



32 62
29 37 57 80
NN SN
41 59 (78 90
/
a) 39
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39

32/ \80
SN N

b)

17. Escriba un programa que calcule e imprima cuéntos nodos tiene un drbol binario.

18. Escriba un programa que calcule e imprima el total de nodos internos que tiene un

arbol binario.

19. Considerando que un 4rbol binario almacena niimeros enteros, encuentre e imprima
el maximo valor guardado en el arbol y el promedio de los mismos.

20. Escriba un procedimiento que realice lo siguiente:

Imprima la informacién almacenada en las hojas de un arbol binario.
Imprima la informacién almacenada en los nodos internos de un drbol binario.

21. Dado el siguiente 4rbol binario:

SN

D/\E
/ N\
/

H

AN

I
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Escriba un programa que imprima los nodos del mismo de la siguiente forma:

22,

23.

24,

25.

26.

27.

/

N \,

“A--B---D---FE----F--u-G----- H--C---1

Dado el drbol binarlo del ejercicio 21, escriba un programa que imprima los nod
del mismo de la siguiente forma:

“A--B--C---D---E---Jee--FooeaG-nnn- H

Escriba un procedimiento que visite los nodos de un 4rbol binario de la siguiers=
forma:

Raiz

Rama derecha

Rama izquierda

Escriba tres procedimientos que efectien los recorridos en preorden, inorden y pos
orden en forma iterativa en lugar de recursiva, para lo cual se puede apoyar en u-:
pila.

Escriba un procedimiento que elimine todas las hojas de un arbol binario.

Escriba un programa que cargue los nodos de un arbol binario en un arreglo unié:-
mensional. Cuide que se mantenga la relacién padre-hijo entre los nodos.

Escriba una funcién que determine si dos arboles binarios son similares.

. Escriba una funcién que determine si dos arboles binarios son equivalentes.

. Escriba un procedimiento que intercambie los subdrboles izquierdo y derecho de u:

drbol binario. Es de observar que este intercambio se debe realizar para todo nod
del arbol.

Ejemplo: Dado el drbol binario del diagrama del inciso a), el intercambio ¢z
ramas produce el arbol del diagrama del inciso b).

A

N

D

.
E/
\

B
/
H G

/N

a) b)
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30. Se tiene almacenada toda la ascendencia de Carlos en un 4rbol binario. Se ha segui-
do el siguiente criterio para Carlos y todos sus progenitores: en la rama izquierda
se ha guardado el nombre de la madre y en la rama derecha el nombre del padre.
Observe la figura que se muestra a continuacion.

T

MARIA LUIS

N\ [ Y

ANA JORGE ALICIA ANDRES

Escriba un subprograma que imprima el nombre de todos los progenitores
femeninos de Carlos.

31. Retome el problema anterior. Agregue una funcién que pueda insertar al arbol ge-
nealdgico de Carlos tanto ascendientes femeninos como masculinos.

32. Defina la clase Arbol binario utilizando algiin lenguaje de programacién orientado
a objetos, tomando como base para programar los métodos los algoritmos estudia-
dos en este capitulo.

33. Retome el problema anterior. Agregue a la clase un método que muestre el conteni-
do de un nodo.

34. Escriba un programa de aplicacién que dados dos objetos de la clase Arbol binario,

previamente definida, imprima un mensaje adecuado segiin los mismos sean equi-
valentes o no. Determine si requiere definir nuevos métodos a la clase.

35. Determine si los siguientes arboles binarios son arboles balanceados.
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/

A

)

)

o

DN

&

>

)

b

@
®

<
e

e
®

@ |

36. Calcule cudl es el maximo nimero de nodos de un arbol balanceado de altura 13. |
(Cudl es el minimo? |
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37. Inserte las claves 10 - 47 - 38 - 06 - 55 - 90 - 49 en el 4rbol balanceado que se da a
continuacién.

-1
62

LN

35 80
0 /

22

38. Elimine las siguientes claves del 4rbol balanceado del siguiente diagrama:
73-66-50-47-39-94

-1

/\
/\ /\
0/\1 Yl o/\%o
\07 7

39. Escriba las instrucciones necesarias para equilibrar el drbol balanceado del siguien-
te diagrama, luego de eliminar la clave 50.
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40.

41.

42,

43,

45,

46.

(Cudl es el nimero de claves (m) que puede tener como maximo un arbol-& &
orden 50 y tres niveles? ;Cudl el de un arbol-B*?

(Cudl es el nimero mds pequefio de claves que, al ser insertadas, provocaria qus :
arbol-B de orden 50 tuviera tres niveles?

(Cudl es el nimero mds pequeiio de claves que, al ser insertadas, provocaria que =
arbol-B de orden 100 tuviera cuatro niveles?

Un 4rbol-B de orden 100 y tres niveles tiene 5 800 000 claves. ;Cudantas claves «
podrian eliminar del] drbol sin que éste tenga que disminuir su altura?

. Realice los tres ejercicios anteriores, pero ahora aplicados a arboles-B*.

Inserte las siguientes claves:
08-77-36-68-90-37-41-52-57-13-30-28-24-86

En un drbol-B de orden 2 que se encuentra vacio.
En un 4rbol-B* de orden 2 que se encuentra vacio.

Verifique si el 4rbol-B de orden 2 del diagrama del inciso a) queda igual al c=
diagrama del inciso &), luego de insertar las siguientes claves:

90-08-77-68-36-30-13-57-24-28-86

‘22‘25‘ ‘29’33‘ ‘39 41 52‘

a)

] Is2] 7] ]

8 | 13| |24]25 ‘28‘29} Eﬂsﬁ‘ ‘39‘41‘ F57(68‘ ‘86‘90
b)
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47. Verifique si el 4rbol-B* de orden 2 del diagrama del inciso a) queda igual al del
diagrama del inciso b), luego de insertar las siguientes claves:

90-08-77-68-36-30-13-57-24-28-86

22 | 25 27 29‘33‘ ‘37‘39‘41Eﬂ
a

)

IENEREIR
‘zz‘pﬂﬂ ﬁjzs}wj ‘30‘33‘36—’ 37| 39 |_41_52 571 |68 |77 18690

b)

48. Verifique si el arbol-B de orden 2 del diagrama del inciso b) del ejercicio 46 queda
igual al drbol del siguiente diagrama, luego de eliminar las claves:

52-77-36-08-57-39-28-25-27

13122]24]29 33137 68 | 86|90

49. Verifique si el drbol B que se presenta en el inciso a) queda igual al drbol del diagra-
ma del inciso b), luego de eliminar las siguientes claves:

96 -55-60-20-78
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o]
AENEONESR [T] =]

[10‘17‘ ‘22‘24‘ ‘42‘44‘50‘ ‘58|60‘ ‘66‘58‘70‘ ‘85‘92} [94@
a)
!|4OHSOH66H85J_}
‘10‘17‘22‘24‘ ‘42|'44‘ ‘58‘65‘ ‘68.‘70‘ \92|93|94‘
b)

50. Escriba los subprogramas de insercién y eliminacién en arboles-B.

51. Escriba los subprogramas de insercién y eliminacién en arboles-B*.



