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PROBABILIDAD
Introduccién

Los ORIGENES de las matematicas de la probabilidad se remontan al siglo XVI.
Las primeras aplicaciones se relacionaban basicamente con los juegos de azar. Los
jugadores gananciosos utilizaron el conocimiento de la teoria de la probabilidad para
desarrollar estrategias de apuesta. Incluso actualmente son muchas las aplicaciones
que comprenden juegos de azar, como en diversas loterias, en casinos, en las carreras
de caballos y en los deportes organizados. Sin embargo, el uso de la probabilidad va
mas alla de los juegos de azar. En la actualidad, el gobierno, las compafiias particulares
y las organizaciones profesionales y no lucrativas adoptan la teoria de la probabilidad
en su cotidiano proceso de toma de decisiones.

Independientemente de su aplicacién particular, el empleo de las probabilidades
indica que existe algun elemento aleatorio o de incertidumbre relativo a la ocurrencia o
no ocurrencia de algun evento futuro. Asi, en muchos casos puede ser virtualmente im-
posible predecir qué pasara, pero es posible establecer lo que podria pasar. Por
ejemplo, si se tira una moneda, por lo regular no se puede decir con seguridad si caera
cara o cruz. Sin embargo, combinando el raciocinio, la experiencia y los datos histori-
cos, con frecuencia es factible decir cuan probable es algun evento futuro.

Existen numerosos ejemplos de casos semejantes en los negocios y en las
actividades del gobierno. Predecir cuanta demanda tendra un producto nuevo, estimar
el costo de produccién, pronosticar las fallas en las cosechas, comprar seguros,
contratar a un nuevo empleado, presupuestar, predecir la reaccién de los gobiernos
extranjeros ante un cambio en la politica de defensa, calcular qué impacto tendra en la
inflacién una rebaja impositiva, etc., son algunos de los ejemplos en los que interviene
algun elemento aleatorio.

Las probabilidades son utiles, ya que pueden servir para desarrollar estrategias.
Por ejemplo, algunos automovilistas parecen mostrar una mayor tendencia a aumentar
la velocidad si creen que existe un riesgo pequefo de ser multados; los inversionistas
estaran mas dispuestos a invertir su dinero si las posibilidades de ganar son buenas; y
usted probablemente se llevara el impermeable si la probabilidad de lluvia es alta. En
forma semejante, una compariia puede estar mas dispuesta a negociar con un sindicato
si existe una severa amenaza de huelga, a invertir en la compra de equipo nuevo de
creer que existe una buena posibilidad de recuperar ese dinero, y a emplear una
persona eficiente, etc.



El punto central en todos estos casos es la capacidad de cuantificar cuan
probable es determinado evento. En este capitulo se proporcionan definiciones y reglas
que se pueden utilizar para obtener probabilidades.

Las probabilidades se utilizan para expresar cuan probable es determinado evento.

PROBABILIDAD DE UN EVENTO

Las probabilidades se plantean con respecto a algun evento. El “evento” en
cuestién puede ser que llueva, haya ganancias, caiga cara, se obtengan rendimientos
de por lo menos 6%, se termine el curso, se obtengan buenas calificaciones, etc. La
probabilidad de algun evento A, representada como F(A), es un numero que va del O al
1, y que indica cuan probable es la ocurrencia del evento A. Cuanto mas cerca se
encuentre el numero de 1.00, tanto mayor es la probabilidad de que dicho evento A
ocurra; cuanto mas cercano sea el numero a 0, menor es la probabilidad de que el
evento A ocurra. A un evento imposible se le asigna una probabilidad 0, mientras que a
un evento del cual se tiene la certeza que ocurrira, se le asigna una probabilidad 1.00.
Cuando el metereologo anuncia que la “probabilidad de que haya precipitacion pluvial
es cercana a 07, en realidad esta diciendo que es altamente improbable que se
presente cualquier precipitacibn medible durante el periodo de prediccion (el
pronosticador sabe por experiencia que nada es imposible en lo que respecta al clima,
por lo que generalmente se abstiene de asignar una probabilidad cero).

Las probabilidades se pueden expresar en multiples formas, incluyendo
decimales, fracciones y porcentajes. Por e1jemplo, la posibilidad de lluvia se puede
establecer como 20%, 2 de 10, 0.20, o bien, '/s.

La probabilidad de que un evento ocurra esta dada mediante un niumero que va de 0 a 1.00.

ESPACIO MUESTRAL Y EVENTOS

Uno de los conceptos matematicos fundamentales, utilizados en el estudio de la
probabilidad es el de conjunto. Este es un grupo de objetos o elementos que tienen
ciertas caracteristicas comunes. Por ejemplo, los habitantes de Monterrey, las
estaciones de ferrocarril de Brasil, rios de Europa, las farmacias del estado de Jalisco,
un embarque de calculadores y estudiantes de una misma clase constituyen ejemplos
de conjuntos. Es importante definir cuidadosamente qué constituye el conjunto de
interés para estar en condiciones de decidir si un objeto dado es o no un elemento del
conjunto.

Un conjunto es un grupo bien definido de elementos u objetos.

Hay dos formas de describir los elementos de un conjunto. Uno, es enumerar
todos, o los suficientes de ellos, de manera que quede de manifiesto que forman parte
del conjunto. Dicha enumeracion se encierra entre llaves. Un segundo método de




indicar un conjunto es establecer una regla, o bien, definir las caracteristicas comunes
de los elementos de un conjunto. Considérense los siguientes ejemplos:

Conjunto A = {Pérez, Alvarez, Sanchez}
Conjunto B = {todos los enteros positivos menores que 9}
Conjunto C = {ganadores en el primer “round”}

Asimismo, la probabilidad soélo tiene significado en el contexto de un espacio
muestral, que es el conjunto de todos los posibles resultados de una muestra o
“‘experimento”. El término “experimento” sugiere que el resultado es incierto antes de
llevarse. a cabo observaciones. Los resultados de un experimento se denominan
eventos.

Un espacio muestral es el conjunto de todos los resultados posibles de un experimento o
muestra.

Los resultados de un experimento se conocen como eventos.

Por ejemplo, se puede tirar una moneda 10 veces y anotar en cuantas ocasiones
cayo cara. El espacio muestral de este experimento seria entonces el numero posible
de caras que pudiera resultar: 0, 1, 2, . . ., 10. De otra manera, el experimento se
podria concentrar en el niumero de cruces en 10 tiradas.

Otro experimento podria consistir en inspeccionar las medidas de seguridad
contra accidentes de una fabrica. El espacio muestral se compone de la cantidad
posible de accidentes o peligros que pudieran descubrirse: 0, 1, 2, 3, . . ., 00.

Considérese ahora el experimento de “sacar una sola carta de un mazo de 52
naipes”. Los resultados posibles se enumeran en la figura 3.1. Hay 52 eventos elemen-
tales en el espacio muestral. Otros eventos pueden considerarse como combinaciones
de tales eventos elementales. Por ejemplo, el evento “sacar un naipe de corazones” se
puede satisfacer por cualquiera de trece eventos elementales. Por otra parte, el evento
“sacar un naipe de cinco” consta de cuatro eventos elementales, y el evento “la carta es
roja” consiste de 26 eventos elementales, o sea la mitad de los elementos del espacio
muestral.

Los calculos de probabilidades toman en consideracidon como se relacionan entre
si diversos eventos. Los términos “complemento”, “mutuamente excluyentes” y “colec-
tivamente exhaustivos” se utilizan para describir algunas de dichas relaciones.

El complemento de un evento consta de todos los resultados del espacio
muestral que no forman parte de él. De ahi que, el complemento de “el naipe es un
corazon” es el conjunto de todas las cartas que no son corazones (es decir, tréboles,
diamantes y espadas). Las otras 51 cartas constituyen el complemento de “la carta es
un rey de diamantes”. El complemento de un evento se puede sefialar con prima. De
este modo, el complemento del evento A es A".

* Los términos “experimento’ y “muestra” suelen emplearse indistintamente en estadistica para hacer
referencia al proceso de realizar observaciones.




Los eventos son mutuamente excluyentes si no presentan elementos en comun.
Asi, al sacar una sola carta, los eventos: el naipe es un corazén” y “el naipe es un
diamante” son mutuamente excluyentes ya que una carta no puede ser corazéon y
diamante a la vez. Por el contrario, los eventos “la carta es un corazén” y “la carta es
una figura” no son mutuamente excluyentes, ya que algunos corazones son figuras.

Se dice que los eventos son colectivamente exhaustivos si por Io menos uno de
ellos debe ocurrir durante un experimento, Asi, “la carta es un corazén”, “la carta es un
diamante”, “la carta es un trébol” y “la carta es una espada” son colectivamente
exhaustivos; agotan todas las posibilidades. Lo mismo ocurre con los eventos “la carta
es roja” y “la carta es negra”.

S

FIGURA 3.1 Baraja de 52 cartas.

Por ultimo, algunas veces es util observar que un evento y su complemento son
mutuamente excluyentes y colectivamente exhaustivos.



El complemento de un evento consta de todos los demas resultados del espacio muestral.

Los eventos son mutuamente excluyentes si no tienen elementos en comtun, o si no pueden
ocurrir al mismo tiempo.

Los eventos son colectivamente exhaustivos si no es posible obtener otro resultado para un
experimento dado.

A continuacion se presentaran otros ejemplos. Estos eventos se consideraran
como complementos:

Caras o cruces con solo tirar una moneda una vez.
Resultar herido o no en un accidente.

Atrapar o no la pelota.

>~

Contestar o no el teléfono.
Tales eventos se consideran mutuamente excluyentes.

1. La persona tiene un hermano, la persona tiene dos hermanos, la persona tiene
tres hermanos.

2. Las caras de un dado.

Jorge obtuvo A en matematicas, B en matematicas, C en matematicas, menos
de C en matematicas.

Estos eventos se consideran colectivamente exhaustivos:
1. Cualquiera de los complementos enumerados anteriormente.
2. Las caras de un dado.
Las calificaciones de matematicas de Jorge (antes mencionadas).

Suele ser util representar graficamente un espacio muestral, dado que esto
simplifica la visualizacion de los elementos del espacio muestral. Esto se puede llevar a
cabo utilizando un diagrama de Venn, que indica los espacios muestrales y los eventos
mediante circulos, cuadrados o cualquier otra forma geométrica conveniente. En la
figura 3.2 se ilustran algunos ejemplos de diagramas de Venn.

En la figura 3.3 se presenta el uso de diagramas de Venn para ilustrar el
complemento, eventos que son mutuamente excluyentes y que no lo son, asi como
eventos que son mutuamente excluyentes a la vez que colectivamente exhaustivos.




FIGURA 3.3 Los diagramas de Venn se pueden utilizar para representar eventos
complementarios, mutuamente excluyentes y no mutuamente excluyentes, y eventos que son,
tanto mutuamente excluyentes como colectivamente exhaustivos.



Ahora, como un espacio muestral consta de todos los posibles resultados de un
experimento, se deduce que por lo menos debe presentarse uno de estos en dicho
espacio. En otras palabras, la probabilidad del espacio muestral es 100%, o bien, 1.00.
Ademas, como todo evento su complemento tienen valor en lo referente a las
posibilidades del espacio muestral, se deduce que P(A) + P(A’) = 1.00. Por ejemplo,
cuando se tira una moneda, es posible suponer que si no cae de canto, entonces se
dice que la probabilidad de que caiga cara o cruz es de 1.00. Y si de algun modo se
sabe que P(cara) = 0.40 entonces automaticamente se establece P(cruz) = 0.60 (es
decir, 1.00 - 0.40).

En este punto, se puede afirmar lo siguiente:

1. La probabilidad de cualquier evento A se representa mediante un valor que puede
variar de 0 a 1.00:

0.00 < P(A) < 1.00

2. La probabilidad representada por el espacio muéstral es 100% P(un evento en el
espacio muestral) = 1.00

3. La probabilidad de que un evento no ocurra es 1.00 menos la probabilidad de que si lo

haga:
1.00- P(A) = P(A) o P(A) + P(A’) = 1.00
EJERCICIOS
1. Identifique el experimento y el espacio muestral para cada uno de los siguientes
ejemplos:
a. Presentar un examen de matematicas y anotar las calificaciones que pueden variar
de 0 a 100.

b. Someter a examen meédico a posibles jugadores de futbol y aprobarlos o reprobarlos.

c. Pesar objetos y anotar sus pesos. En el pasado su peso no era menor que 6 kgs o
mayor que 30 kgs.

2. Explique brevemente cada uno de los siguientes términos:

Conjunto

Experimento

Espacio muestral

Evento

Diagrama de Venn

Complemento de un evento

Eventos mutuamente excluyentes

Eventos colectivamente exhaustivos

3. ¢Cuales de los siguientes pares de eventos son mutuamente excluyentes?

Se@ "0 a0 0o

Evento A Evento B



a. Lluvia no lluvia
b. B en el examen de quimica C en el mismo
c. Conducir un auto examen
d. Conducir un auto caminar
e. Nadar hablar
f. Ganar un juego sentir frio
g. Vencer en un juego perder un juego
h. Sacar una reina de un mazo empatar un juego
de naipes sacar una carta roja

4. Establezca cual de los siguientes conjuntos son colectivamente exhaustivos:
Obtener A o C en un examen
Ganar, perder o empatar un partido de futbol
Un envase vacio o lleno
Feliz o triste
Feliz o infeliz
Ser ascendido o no
Un arbol pequefio, mediano o grande
etermine el complemento para cada evento:
Ganar un juego de béisbol
Ganar un partido de futbol
Sacar un corazén de un mazo de 52 cartas
Sacar una carta roja de un mazo de 52 cartas
Sacar un dos o un tres en la tirada de un dado
Menos de 10 defectos
g. Diez o menos defectos
6. Proporcione tres ejemplos de experimentos estadisticos, diferentes de los que se
han mencionado anteriormente.
7. Elija uno de los experimentos enumerados para el ejercicio 6:
a. lIdentificar espacio muestral
b. Dar un ejemplo de un evento seguro
c. Proporcionar un ejemplo de un evento seguro
d. Enunciar un ejemplo de un evento probable

o
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TRES FUENTES DE PROBABILIDADES

Antes de profundizar en la forma cdmo se utilizan las probabilidades, sera
conveniente saber de cierta manera de dénde provienen. Hay tres formas de calcular o
estimar probabilidades. El enfoque clasico se emplea cuando los espacios muestrales
tienen resultados igualmente probables; el enfoque empirico se basa en la frecuencia
relativa de ocurrencia de un evento con respecto a un gran numero de ensayos
repetidos; y el enfoque subjetivo utiliza estimaciones personales de la probabilidad,
basadas en el grado de confianza. Los primeros dos enfoques se consideran objetivos,



en tanto que el ultimo, como su nombre lo indica, es subjetivo.

Objetivos .
/ : Subjetivo
4 |
Clasico Empirico Opinibn personal
(resultados igualmente probables) (datos historicos)

Seleccionar el enfoque depende de la naturaleza de la situacion. A medida que
se avance en la lectura de este libro, quedara de manifiesto que ciertas situaciones se
inclinan mas por aceptar un enfoque que las otras.

Enfoque clasico

Este enfoque es el de las situaciones que tienen resultados igualmente
probables. Los juegos de azar, entre los que se encuentran el tiro de monedas y de
dados o juegos de cartas, comunmente presentan la caracteristica de tener resultados

igualmente probables.

Cuando los resultados son de ese tipo, la probabilidad de cada resultado es
simplemente una funcién del numero de resultados posible:

1
numero de resultados posibles

P(cada resultado) =

Si cada carta de un mazo de 52 naipes tiene la misma posibilidad de ser
seleccionada, la probabilidad de sacar cualquier carta sera 1/52: P(A) = 1 carta/52
cartas. El espacio muestral de tirar una moneda presenta dos resultados: caras y
cruces. De ahi que, si los dos resultados son igualmente probables (es decir, la moneda
esta “equilibrada”), la probabilidad de que caiga cara es

1
P(cara)= 5
y la probabilidad de que caiga cruz es
P(cruz) = %

Y en forma similar se puede calcular la probabilidad de obtener una determinada
cara al tirar un dado “equilibrado”. Puesto que hay seis resultados en el espacio
muestral, la probabilidad de cada uno debera ser

P(una cara cualquiera) = %



Y si se saca una canica de una urna en la que haya 321, la probabilidad de
obtener una cualquiera es

: : 1
P(una canica cualquiera) = —=7

si suponemos que las canicas se han mezclado con anterioridad a la seleccion.

El enfoque clasico también se puede aplicar a eventos que comprenden dos o
mas resultados. Por ejemplo, se puede querer determinar la probabilidad de sacar una
de las cuatro reinas de un mazo de 52 cartas, o bien, la probabilidad de obtener un
numero que sea menos que cuatro al tirar un dado. En éstos y en casos semejantes es
necesario identificar primeramente el numero de resultados “favorables”, y después
dividir ese numero entre el numero total de resultados del espacio muestral. En otras
palabras, la probabilidad de algun evento A se expresa como se ve a continuacion:

numero de resultados asociados con el evento A
namero total de resultados posibles

P(A) =

Por ejemplo, la probabilidad de sacar una reina, segun. esta definicion, es

4reinas _ 4

P(reina) = §2 cartas 52

En forma semejante, la probabilidad de tirar un dado y obtener un valor de tres, o
me nor (es decir, un uno, un dos o un tres) es
3 caras

3
P(tres 0 menos) = 6 caras posibles 6

Si un evento es imposible, tiene una probabilidad 0. Por ejemplo, la probabilidad
de obtener 9 puntos con solo tirar el dado una vez es 0, ya que no hay caras marcadas
con el 9 en un dado comun: P(nueve) = %/ = 0.

Por el contrario, si un evento es cierto, debe tener una probabilidad de 1.00, o
bien, del 100%. La probabilidad de una de las seis caras al tirar un dado, es P(uno, dos,
tres, cuatro, cinco o seis) = ®/s = 1.00, si se supone con toda razén que el dado no caera
de lado.

La interpretacion de una probabilidad clasica, como 0.25, es que si el
experimento se repitiera un gran numero de veces, un evento que presenta una
probabilidad de 0.25 ocurrira casi el 25% de las veces.

Las posibilidades y las probabilidades estan estrechamente relacionadas. De
hecho, las posibilidades son otra forma de expresar probabilidades. La unica diferencia
entre posibilidades y probabilidades es que las primeras comparan el numero de
resultados favorables con el de no favorables, mientras que las probabilidades
establecen una comparacion entre la cantidad de resultados favorables con el numero
total posible. Es decir, en lo que respecta a probabilidades, se tiene:

numero de resultados de la categoria 4 numero de resultados de 4

nimero total de resultados posibles nimero en A + numero que no estan en A




y para las posibilidades se tiene

namero de resultados de la categoria 4
niamero de resultados que no estdn en A

Las posibilidades se pueden expresar en forma fraccionaria, segun se mostré
anteriormente, o bien, se pueden expresar en la forma equivalente de una razén:

posibilidades en favor de A = niumero de resultados de A: nimero de otros resultados

Considérense algunos ejemplos. Supdngase que se tiene una urna con 10
canicas: 8 rojas y 2 verdes. La probabilidad de elegir una canica verde en el primer
intento es:

_2
2+ 8

que se puede reducir a '/s. Las posibilidades en favor de las verdes son 2 : 8, que se
pueden reducir a 1 : 4. También

P(verde) =

f 2 8
i Rl s el T

o bien %/5 , en tanto que las posibilidades de sacar una roja son 8 : 2, o bien, 4 : 1.

Las posibilidades en favor de un evento equivalen a la razén entre el numero de resultados
favorables y el numero de resultados no favorables.

Las posibilidades de que caiga cara, al tirar una moneda son 1 : 1 (que se lee
“‘uno a uno”). Una expresion equivalente es que las posibilidades estan 50 : 50 en favor
de que caiga cara.

Las posibilidades en contra de un evento son
posibilidades en contra = numero de resultados que no estan en A: numero de resultados de A

De este modo, las posibilidades en contra de tirar un dado y obtener dos puntos
serian 5 : 1, y las posibilidades en contra de sacar un rey de un mazo de 52 cartas seria
48 : 4. Consultar la tabla 3.1.

Una caracteristica importante de las probabilidades clasicas es que proporcionan
una explicacion de la probabilidad intuitiva y facil de visualizar, especialmente cuando
se explican en términos de casos sencillos, como el tiro de una moneda o de un dado.
Ademas, en la vida real existen numerosos ejemplos analogos a éstos. No obstante, la
caracteristica mas significativa del enfoque clasico, es que es la base del muestreo ale-
atorio, concepto fundamental en la mayor parte de la teoria de la inferencia estadistica
moderna. Por tanto, el término “muestra aleatoria” generalmente denota que todos los
elementos de una poblacion tienen la misma posibilidad de ser incluidos en la muestra.




TABLA 3.1 Posibilidades y probabilidades comparadas

Posibilidades
Experimento Evento P(evento) En favor En contra

P - S - e -

lanzar una vez una moneda cara 5 121 (I
N 1 I :! .

tirar una vez un dado cae 3 n | 51

; ; 2 25 50002

sacar una carta de una baraja de 52 sacar un 6 rojo 0 2:50 502

sacar una carta de una baraja de 52 sacar una sota de diamantes & 1Sl R

Frecuencia relativa a largo plazo

El enfoque clasico de la asignacién de probabilidades se ve limitado a
situaciones en las que los resultados son igualmente probables. Como cabria pensar,
son muchos los casos en los que los resultados no son de ese tipo. Por ejemplo,
supongase que se tiene una moneda un tanto irregular y esto le hace preguntarse si es
igualmente probable que caiga cara o cruz. Una forma de dar respuesta, a esta
pregunta es obtener algunos datos empiricos en un intento por estimar las
probabilidades. De este modo, puede ser razonable pensar en lanzar la moneda cierto
numero de veces y observar los resultados a modo de experimento sencillo, para
probar el supuesto de que se obtienen resultados igualmente probables. Si se tira la
moneda, digamos 100 veces, y cae cara 60 puede ser razonable estimar la probabilidad
de caras respecto de tiradas futuras como ®%/;00 = 0.60. De manera semejante, si los
informes de laboratorio indican que cuando a 25 ratones se les administraron dosis
iguales de un farmaco las lenguas de 20 de ellos adquirieron un color verde claro,
entonces es posible utilizar este porcentaje (*°/25 = 0.80) como una estimacién de la
probabilidad real de que este evento ocurra en condiciones idénticas.

Por tanto, segun el enfoque de frecuencia relativa de la probabilidad, se tiene la
siguiente definicion:

namero de veces que ocurre A
nimero total de ensayos u observaciones

P(A)=

Actualmente no es del todo esencial realizar un “experimento” para obtener datos
de muestreo. En muchos casos, se dispondra de informacion “histérica”, la cual se
puede utilizar precisamente de la misma manera. Estos datos historicos pueden estar
publicados como resultado de ensayos anteriores o simplemente como informacion
acumulada en los archivos de una empresa. Por ejemplo, los registros de una
compaiia de bienes raices pueden revelar que en un periodo de 16 dias, la frecuencia
de casas vendidas por dia fue de:

Numero de casas vendidas Numero de dias
0 3
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Si suponemos que el pasado es representativo del futuro (lo que no siempre es
el caso), se pueden determinar las siguientes probabilidades: P(0) = /16, P(1) = %/16,
P(2) = °/16 y P(3) = 6/1s.

De esta manera, de acuerdo con el concepto de frecuencia a largo plazo de la
probabilidad, imaginemos que este mismo conjunto de condiciones se repite muchas
veces y posteriormente tratemos de contestar la pregunta, “4qué porcentaje de veces
ocurrira el evento en cuestion?” Por ejemplo, se vendieron dos casas en 5 de 16 dias,
por lo que la estimacion de la probabilidad de que ocurra tal acontecimiento seria °/1.
En forma semejante, cabria estimar la probabilidad de vender tres casas en un dia en
®/16. Asi, mediante el enfoque empirico, se considera la probabilidad como la proporcion
o frecuencia relativa con la que ocurre un evento.

Cuando se emplea el enfoque empirico, es importante tomar en cuenta los
siguientes puntos:

1. La probabilidad obtenida de esa manera es unicamente una estimacion del valor
real.

El solo hecho de tirar una moneda 10 veces y obtener cuatro caras no es
garantia de que caeran cuatro caras cada vez que se hagan 10 tiradas. De ahi que la
prueba empirica generalmente no nos proporcione una probabilidad exacta.

2. Cuanto mayor sea el tamafo de la muestra, tanto mejor sera la estimacion de la
probabilidad.

Es importante la cantidad de observaciones que se lleven a cabo en términos
generales, cuanto mayor sea ésta (es decir, el tamano de la muestra), mejor sera el
célculo de la frecuencia relativa. En paginas posteriores se tratara este asunto con
mayor detalle. Por ahora, se tendra que aceptar una explicacion intuitiva: considérese
que sélo se lanza la moneda una vez, e intente dilucidar si caera cara. La muestra
siempre resultara, ya sea en 100% de caras o en 0. Incluso una muestra de dos
observaciones debe dejar cierta duda respecto a la probabilidad verdadera de que
caiga cara. Por otra parte, después de cien o mas tiros indudablemente se tendra
mayor confianza para evaluar la probabilidad de que caiga cara. Tedricamente, la
definicion de frecuencia relativa de la probabilidad de A es la razén o fraccion de veces
que el evento A ocurre, a medida que aumenta al infinito el nUmero de observaciones.

3. La probabilidad es propia de soélo un conjunto de condiciones idénticas a
aquéllas en las que se obtuvieron los datos.

La validez de emplear el enfoque de frecuencia relativa depende de la
“‘igualacion” de dos conjuntos de condiciones. Es evidente que fuera de las ciencias
fisicas, suele resultar dificil o imposible acatar las condiciones con exactitud. Por
desgracia, en la mayoria de las situaciones empresariales no es posible controlar todos
los factores que intervienen. Con esto se sugiere que las proporciones resultantes



deben considerarse como aproximaciones menos exactas que las que se pueden
obtener mediante una experimentacién mas controlada. En consecuencia, el grado de
confianza que se le da a estas probabilidades debe tomar en cuenta el grado de
discrepancia que hay entre las condiciones en las que se reunen los datos y aquéllas
en las cuales se habran de aplicar las probabilidades resultantes.

Posibilidades y frecuencias relativas

Cuando se utilizan frecuencias relativas, la definicion correspondiente a las
posibilidades se convierte en

posibilidades en favor de A = nimero de veces que A ocurre: niumero de veces que A no
ocurre

posibilidad en contra de A = numero de veces que A no ocurre: nhumero de veces que A
ocurre

Por ejemplo, en el caso de la moneda, 60 veces cayd cara y 40 veces cruz. Por
tanto, la estimacion de las posibilidades de que caiga cara en la primera tirada seria 60
: 40, en tanto que el calculo de las posibilidades de que no caiga cara seria de 40 : 60.
En forma similar, si el meteorélogo afirma que la probabilidad de lluvia es de 20% (lo
cual también se puede expresar como '/s), se refiere esencialmente a que las
posibilidades en favor de la lluvia son de 20% : 80%, o bien, 1 : 4.

Enfoque subjetivo de las probabilidades

Las probabilidades obtenidas mediante el enfoque clasico o el empirico reciben
el nombre de probabilidades objetivas, ya que se derivan de hechos. Sin embargo,
existen numerosas situaciones en las que no se puede emplear el enfoque objetivo -es
decir, situaciones en las que los resultados no son igualmente probables, y no se
dispone facilmente de datos histéricos. En estos casos, se debe hacer una evaluacion
“subjetiva” de la probabilidad. Por ejemplo, ;se enamorara usted la préxima semana?
¢ Qué calificacién obtendra en su siguiente examen? ;Cuando estallara la huelga
laboral? ;Crecera un arbol derecho y alto? ;Se podra recobrar una persona
gravemente enferma? En ejemplos como éstos alguien debe establecer la
“probabilidad” del evento en dichas condiciones.

A menudo es util imaginar un gran numero de situaciones como las anteriores, y
después tratar de contestar esta pregunta: “;qué porcentaje de estas situaciones
producira el evento en cuestion?” Esto se puede llevar a cabo aun cuando no sea
practico realizar dicho experimento, y, excepto por el hecho de que generalmente los
datos no se pueden recopilar, el enfoque subjetivo es muy semejante al de frecuencia
relativa. Por lo tanto, la probabilidad subjetiva se define como:

La probabilidad subjetiva es una evaluacién personal de la posibilidad de que ocurra un evento.

Las probabilidades subjetivas son el resultado de un esfuerzo por cuantificar
nuestros. sentimientos o creencias respecto a algo. Los abogados, los médicos y casi




todos los hombres de negocios utilizan este enfoque satisfactoriamente, a pesar de que
dicho enfoque presenta ciertas desventajas, entre las cuales se encuentran las
siguientes:

1.

Las estimaciones subjetivas suelen ser dificiles de comprobar si son
cuestionadas.

Los prejuicios pueden influir. Las ideas preconcebidas respecto a lo que deberia
suceder pueden afectar la objetividad, asi como los sentimientos acerca de lo
gue uno quiere que suceda. Algunas veces es dificil eliminar estos prejuicios, ya
que por lo regular son inconscientes. La capacidad, experiencia y actitud
profesional pueden ayudar a superar tales dificultades.

EJERCICIOS

1.

Con una sola carta de un mazo de 52 cartas bien barajado, sefiale la probabilidad - de
obtener las siguientes:

a. Una sota b. Una carta con figura.
c. Una carta roja d. Un diamante
e. Un diez de tréboles f. Un nueve rojo o un ocho negro

Enumere los posibles resultados al tirar un solo dado. Calcule la probabilidad de cada
resultado y sume cada uno de ellos.

Un dado no cargado se tira una sola vez; halle qué probabilidad hay de obtener lo
siguiente.

a. Un seis b. Un cinco, seis o siete
c. Una cara con un numero par d. Un nimero menor de cuatro
Hay 50 canicas en una urna:

Color Numero
Azul 20
Rojo 15

Naranja 10
Verde 5
50

Las canicas se mezclan y se selecciona una. Obtenga la probabilidad de que la
que se saque sea:

a. Verde b. Azul
c. Azul o verde d. Diferente a roja
e. Roja o verde f. Amarilla

g. Diferente de amarilla

. Se numeran diez fichas del 0 al 9, y se colocan en una urna. Si mezcladas una

vez saca una ficha, determine la probabilidad de que sea:

a. El numero 3 b. Un numero impar



c. Un numero menor que 4 d. El nimero 10

El neumatico del auto de un individuo tiene un vidrio o un clavo y el 20% del

neumatico es visible. Si el automovilista se detiene, jcual es la probabilidad de
que la piedra o clavo quede en la parte visible?

Hay 100 canicas en una urna. Cincuenta son rojas, treinta, blancas y el resto,

azules.

a.
b.
C.
d.

e.

¢, Qué porcentaje de las canicas son rojas?

Si se mezclan las canicas y se saca una de ellas, obten, a P(roja).
Determine la probabilidad de que la canica seleccionad no sea roja.
Calcule la probabilidad de que la canica sea azul.

Halle la probabilidad de que la canica sea roja o azul.

¢, Cual es la probabilidad de adivinar el dia de la semana (por ejemplo, martes) en

que nacié Napoledn? ; George Washington? ; Qué suposiciones ,arfa? ¢ Le pare-
ce razonable dicha suposicién?

a.
b.

C.

Solo se probara un fusible de un grupo de 10. Determine el P(defectuoso) si

Un fusible esta dafiado.
Dos fusibles estan danados.

Tres estan danados.

10.Se debe cambiar una bujia de un motor de seis por estar defectuosa. Si dos de
ellas se encuentran colocadas de tal manera que resulta dificil cambiarlas:

a.

¢, Cual es la probabilidad de que la bujia defectuosa se encuentre en e e
sitio “dificil?

¢, Cual es la probabilidad de que la bujia defectuosa no esté en dicho sitio
“dificil”?

¢, Cual es la probabilidad de que el automovilista cargue todo el conjunto
de bujias?

11.Determine las posibilidades favorables de sacar una reina de un mazo de 52
cartas. ¢, Cuales son las posibilidades en contra de esto?

12.0btenga las posibilidades favorables de sacar una carta con figura, de un mazo
de 52 naipes.

13.¢Cuales son las posibilidades favorables de tirar una moneda dos veces y de
que en ambas ocasiones caiga cara. (Sugerencia: se deberan considerar todos
los resultados posibles, tales como HT, TT, etc.)

14.La probabilidad de que llueva es del 30%. ¢ Cuales son las posibilidades de que
llueva? ¢De que no llueva? (Recuerde que la probabilidad se define como la



razon de formas favorables con respecto a las formas totales, y que el total es
igual a favorable + no favorable.)

15.Un pronosticador deportivo establece que las posibilidades de que el equipo de
los “Cachorros” llegue a la serie mundial, son 38 : 52.

a. ¢Cual es la probabilidad de que este equipo llegue a la serie mundial,
segun esta prediccion?

b. ¢Cudles son las posibilidades en contra de que esto ocurra?

16.Nueve de diez veces que Juan telefonea a su esposa a las cuatro de la tarde en
punto, ella esta hablando con su mama, por lo que oye la sefial de ocupado.
¢, Cual es la probabilidad de que obtenga sefial de ocupado si hoy también llama
a las cuatro horas en punto? ¢ Cuales son posibilidades de que el teléfono esté
ocupado?

17.Una muestra aleatoria de 40 prisioneros indica que diez tienen la presion
sanguinea alta. Estime la probabilidad que presentara otro presidiario, al ser exa-
minado, de tener la presién sanguinea alta. ¢ Cuales son las posibilidades de que
no tenga la presion sanguinea alta?

18.Los datos reunidos por el administrador de un supermercado indican que 915 de
1500 compras dominicales exceden de $ 10.00 (délares). Calcule la probabilidad
de que cualquier cliente dominical gastara mas de $ 10.00 (ddélares).

19.Un camion cargado con 10 000 cajas de pafiuelos desechables llega al almacén.
En las cajas hay un letrero que dice “400 panuelos”, pero una revision de 300
cajas revela que 45 de ellas contienen menos de 400 pafuelos. Calcule la
probabilidad de que cualquier otra caja de la carga contenga menos de 400
pafiuelos.

20.En una encuesta acerca del transito que hay de las 5 a las 6 a.m. en una seccion
de una autopista estatal, se observd que de 200 automodviles sometidos a una
revision de seguridad, al azar, 25 tenian neumaticos en mal estado. Estime la
probabilidad de que un auto que se detiene en ese lapso en la misma seccién de
la autopista no tenga neumaticos defectuosos.

21.Los datos locales sobre el clima de los ultimos cien anos indican que la
temperatura mas alta registrada en el primer dia del verano excede de 30°C en
79 de los anos examinados.

a. Calcule la probabilidad de que este afno el primer dia de verano la
temperatura exceda de 30°C.

b. ¢A qué supuesto llegaria en lo referente a la semejanza que hay entre
esos afos? ;Se trata de una suposicién razonable?

22.Los registros del servicio de salas de emergencia de un hospital indican lo si-
guiente en lo referente a un periodo de dos afos:

a. ¢Qué supuesto se debera hacer antes de utilizar el enfoque de frecuencia
relativa a largo plazo para generar probabilidades con estos datos?



ataque del corazén 12%

enfermedades respiratorias 20%

victimas de accidentes 32%
envenamiento 16%
otros 20%
100%
b. Suponiendo que esto sea razonable, encontrar P(accidente o ataque al

corazon).

c. ¢Cual es la probabilidad de que los pacientes no sufran una enfermedad
respiratoria?

23.Se tira una moneda 10 veces, obteniéndose seis caras. La misma moneda se
arroja 10 veces mas, dando como resultado cuatro caras. a. Estimar P(cara)
sobre la base de la primera muestra de 10 observaciones. b. Calcular Picara)
sobre la base de la segunda muestra de 10 observaciones. c. Estimar P(cara)
con base en la muestra combinada de 20 observaciones.

24 Repita el ejercicio 23 en el caso de P(cruces).

25.Juan y Tomas se encuentran una moneda vieja. Revisandola cuidadosamente
resulta que la moneda ha sido alterada, de manera que un lado tendra mas
posibilidades que el otro. Juan decide verificarlo, por lo que lanza la moneda 40
veces, observando que 24 veces cae cara. Posteriormente, Tomas lanza la
moneda 50 veces y obtiene 28 caras.

a. ¢Es posible afirmar que Juan o Tomas obtuvieron definitivamente una fre-
cuencia relativa a largo plazo? ¢ Por qué?

b. Sise elige uno de los dos resultados, ¢, Cual podria elegirse, y por qué?

26.Un vendedor de seguros estima que la probabilidad de vender un seguro de vida
por $ 10 000 a un matrimonio de recién casados es de %/s. ;Qué posibilidades
hay de que esto suceda, suponiendo que la valoracion sea correcta?

27.Un alumno cree que las posibilidades que tiene de aprobar el examen de
admision para la escuela de medicina son de 2 : 13. ;Cual es la estimacion
subjetiva del alumno de la probabilidad de ser aprobado?

28.Un entrenador de un equipo de futbol escolar calcula que la probabilidad de que
su equipo gane el partido de esta semana es de */7. ;Qué posibilidades de
perder concordaria con el calculo de entrenador?

29.Estime la probabilidad de que llueva el proximo domingo. ¢En que factores
basaria su calculo?

30.El presidente de un banco estima que existe una probabilidad del 90% de que
una rebaja impositiva redunde en un gasto inflacionario, de ser aprobada por el
Congreso. Interprete el 90%.



LAS MATEMATICAS DE LA PROBABILIDAD

Hasta ahora nos hemos concentrado en las diversas definiciones de probabilidad
y en la forma como dichas definiciones se pueden utilizar para determinar la
probabilidad de cierto evento. Estas ideas son importantes, pero no proporcionan la
informacion suficiente para poder comprender realmente en qué forma se pueden
utilizar las probabilidades en la toma de decisiones.

Muchas aplicaciones de la estadistica requieren de la determinacidn de
probabilidades de combinaciones de eventos. Existen dos categorias de
combinaciones. Supdngase que se han identificado dos eventos de interés en el
espacio muestral, A y B. En algunas situaciones sera necesario encontrar la
probabilidad P(A y B), que es la probabilidad de que ambos eventos ocurran. Otras
veces desearemos encontrar la probabilidad de que ocurra ya sea A o B, P(A o B). Por
ejemplo, supongase que hay dos ascensores en un edificio. Partiendo de datos
historicos se puede obtener la probabilidad de que un ascensor esté funcionando.
Alguien podria preguntar; “; cual es la probabilidad de que ambos estén funcionando?”
Esto denota P(A y B). O bien, alguien desearia saber, “;qué probabilidad hay de que
ninguno de los dos esté funcionando?” Esto implica P(A o B).

Es importante poder identificar cual de las dos combinaciones se habra de
utilizar. La clave real es la siguiente:

“ambos” implica P(A y B)
“va sea... 0” implica P(A o B)

Calculo de Ila probabilidad de que ocurran dos eventos: P(A y B)

La probabilidad de que dos eventos ocurran recibe el nhombre de probabilidad
conjunta, y su calculo difiere, dependiendo de si los eventos en cuestion son
independientes o no.

Se considera que dos eventos son independientes entre si, cuando la ocurrencia de un
evento no esta relacionada con la ocurrencia del otro. Si se tiran dos dados, saber el
numero de puntos obtenido por un dado no servira para predecir cuanto se obtendra
con el otro. Asimismo, colocar un texto de matematicas junto a la cabecera de la cama
y obtener uia calificacion alta en el examen de matematicas quiza tampoco tengan
relacion. Lo mismo sucederia respecto al sexo (es decir, varon o hembra) y al 1Q.

Por otra parte, si los eventos son dependientes, entonces saber que uno ha
ocurrido puede ser util para predecir la ocurrencia del otro. Una flor necesita agua para
crecer. Un nifio generalmente llora cuando se lastima. Un espejo suele romperse si se
le deja caer. Saber que una flor no ha sido regada puede indicar algo en lo referente a
la probabilidad de su crecimiento. Cuando se observa que un nifio se ha lastimado, se
espera que llore. Y aun antes de que el espejo caiga al piso, prevemos que se requerira
la escoba.




Se dice que dos o mas eventos son independientes si la ocurrencia 0 no ocurrencia de uno no
afecta la ocurrencia del(os) otro(s).

Si dos eventos son independientes, entonces la probabilidad de que ambos
ocurran es igual al producto de sus probabilidades individuales o “marginales”:

P(Ay B) = P(A)P(B)

Ejemplo 1 Se tiran dos monedas al aire. ;Cual es la probabilidad de que ambas caigan
cara?

Solucién:

Es razonable suponer que los resultados de tirar las dos monedas son
independientes entre si. Ademas, se sabe que las monedas tienen P(cara) = i. Por
tanto, P(ambas caras) equivale a:

trada1 trada2 ambas
) x () = =
Supdngase que se quiere aplicar esto a tres monedas. ¢Qué probabilidad se
tiene de que las tres monedas caigan cara?
trada1 tirada2 tirada3 las 3

Q) x &) x @) = 3

Ejemplo 2 Un tercio de los votantes registrados en una comunidad rural son mujeres, y
40% de ellas votaron en la ultima eleccion presidencial. Suponiendo que estos dos
eventos son independientes, hallar la probabilidad de seleccionar aleatoriamente de
una lista global, a una mujer que haya votado en la ultima eleccién presidencial.

Solucion:
P(mujeres que votaron en la tltima eleccién) = '/3 (0.40) = 0.133

Ejemplo 3 Juan llega tarde a su casa para cenar el 25% de las veces. La cena se
retrasa el 10% de las veces. Si los dos sucesos no estan relacionados, ¢qué
probabilidad hay de que ambos ocurran?

Solucion:
P(ambos se retrasen) = P(Juan se retrase) P(la cena se retrase) = (0.25)(0.10) = 0.025 6 2.5%

Ejemplo 4 Se va a inspeccionar un enorme cargamento de cajas de chocolates rellenos
de cacahuate. Los informes indican que el 2% de las cajas no estan completamente
llenas. De seleccionarse dos cajas, ¢cual es la probabilidad de que ambas estén
incompletas, suponiendo que este cargamento sea igual al anterior (es decir, 2% de
cajas incompletas).

Solucién:




La probabilidad de que la primera caja seleccionada esté defectuosa es del 2%.
Sin embargo, si se supone que la primera caja no se regresa al embarque antes de
sacar la segunda, la probabilidad de que esta ultima esté incompleta variara
ligeramente, dependiendo de los resultados de la primera caja. No obstante, si el
cargamento es grande, el impacto sera muchisimo menor y, para objetivos practicos,
P(incompleto) permanecera casi igual. Por tanto

P(ambas incompletas) = (0.02)(0.02) = 0.0004

Si dos eventos no son independientes, el calculo de P(A y B) debera tomar esto
en consideracidon. Supongase que se tienen dos urnas con canicas. La primera contiene
ocho rojas y dos blancas. La segunda contiene cinco rojas y cinco blancas. De este
modo

Roja Blanca Totales
UmnaY 8 2 10
Umna Z 5 5 10

Al sacar una canica de una de las urnas, de seleccionarse la primera, la
probabilidad de que la canica sea roja es ®1. Si se elige la segunda, la probabilidad de
que sea roja sera °/1o. Por tanto, P(roja) depende de la urna que se vaya a elegir. De
esta manera, la probabilidad condicional de seleccionar una canica roja, suponiendo la
urna Y, es %/10. Mediante simbolos esto se representara como P(roja | urna Y). La linea
vertical | significa “suponiendo la urna Y’ o bien “dada la urna Y”, o bien “si se
selecciona la urna Y”. Por otra parte, es evidente que

P(roja | urna Z) = °/49

P(blanca | urna Y) = "?/4o

P(blanca | urna Z) = °/1

Supdngase ahora que las urnas no estan marcadas, y que la probabilidad de
elegir cualquiera de las dos es '/> : P (Y) = '/, = P(Z). Cual es la probabilidad de sacar
una canica roja de la urna Z? En el calculo se deben considerar dos aspectos: para
empezar, la probabilidad de elegir la urna Z, y ademas la probabilidad de obtener una
canica roja, suponiendo que se eligié esta ultima:

P(urna Z) = '/, P(roja | urna 2Z) = /1o
P(urna Z y roja) = P(urna Z)P(roja | urna 2)
= ("2) (°h0) =%l = 14
De manera semejante, podemos calcular
P(urna Y)P(roja|urna Y) = (&%) = 55 = 0.40

De este modo, como regla general, se puede decir que la probabilidad conjunta
de dos eventos dependientes es igual a la probabilidad de un evento multiplicado por la
probabilidad condicional del otro:

P(AyB)=P(A)PB|A)



Dado que no tiene importancia saber qué evento es A y cual es B, se llega a la
siguiente expresion:

P(AyB) =P(B) P(A|B)

Obsérvese que si dos eventos son mutuamente excluyentes como, “la canica es
roja” y “la canica es blanca”, entonces sus probabilidades condicionales son 0, ya que,
por definicién, no pueden ocurrir ambos. Es decir

P(roja | blanca) = 0 y P(blanca | roja) =0

Por ultimo, cuando dos eventos son independientes, saber que un evento ha
ocurrido no nos dice nada respecto al otro. Por tanto

P(A|B)=P(A)y P(B|A) = P(B)

Una importante aplicacion de las probabilidades condicionales es el teorema de
Bayes, que se estudiara en la ultima seccidn de este capitulo.

Calculo de la probabilidad de que por lo menos P(A o B)

La regla de adicion se utiliza para determinar la probabilidad de que ocurra
alguno de los dos eventos o ambos. El calculo difiere, segun sean los eventos
mutuamente excluyentes o no.

Cuando los eventos son mutuamente excluyentes, la probabilidad de que uno
suceda (por definicion, no puede presentarse mas de uno) equivale a la suma de cada
una de sus probabilidades. En el caso de dos eventos A y B se tiene:

P(Ao B) =P(A) + P(B)

Por ejemplo, la probabilidad de que al tirar un dado se obtenga un resultado de
cinco o seis puntos es

P(cinco) + P(seis)= ¢ + ¢ = ¢

Del mismo modo, la probabilidad de sacar al primer intento una carta de

corazones o una de tréboles de un mazo de 52 cartas, es
P(corazones) + P(tréboles) = L3 + B=38=)

Cuando dos eventos no son mutuamente excluyentes, ambos pueden suceder.
En esta situacion, el calculo de la probabilidad debe tener en cuenta el hecho de que ya
sea uno de ellos, 0 ambos, pueden ocurrir. Como ejemplo, supdngase que se quiere
determinar la probabilidad de sacar un trébol o un 10 de un mazo de 52 cartas. Como
una carta puede ser ambos casos, los eventos “diez” y “trébol” no son mutuamente
excluyentes. Simplemente sumar sus probabilidades individuales exagerara la
probabilidad real, ya que el 10 de tréboles se contara dos veces, una vez como diez y
una vez como trébol, segun se observa en la figura 3.4. En consecuencia, se debe
restar la probabilidad de que se superpongan si se quiere evitar tener este problema.
En un mazo de 52 cartas hay 13 tréboles, 4 cartas con el numero 10, y un 10 de

tréboles. Por tanto, P(tréboles) = '*/s,, P(dieces) = Y/s, , y P(diez de tréboles) = /s,. Asi



P(trébol o nimero diez o ambas cosas) = P(tréboles) + P(dieces) — P(diez de tréboles)

3 :
=B+H-= Y

FIGURA 3.4 Los eventos “trébol” y “diez".' se superponen.

Otra forma de interpretar lo anterior es comprobar y observar que se ha incluido
la probabilidad de que ambos se presenten en dos formas; es decir, como la probabi-
lidad de un trébol y también como la de un diez. Por tanto, se debe restar la
probabilidad conjunta de obtener una carta que sea numero diez y una que sea de
tréboles. La probabilidad conjunta es el producto de las dos probabilidades marginales*

(3 ¥ 5% o bien, 2 % 3% 10 cual suma B+d&-8)6)=43

En términos generales, se puede decir que si dos resultados, A y B, por ejemplo,
son mutuamente excluyentes, la probabilidad de que A o B o ambos ocurran, es igual a
la suma de la probabilidad de A mas la probabilidad de B: P(A o B) = P(A) + P(B). Si
dos resultados no son mutuamente excluyentes, la probabilidad de que ya sea que A o
B, o ambos ocurran, es igual a la suma de la probabilidad de A mas la probabilidad de B
menos la probabilidad de que ambos ocurran: P(A) + P(B) - P(A) < P(B).

REGLAS DE PROBABILIDAD
P(A o B), en el caso de eventos mutuamente excluyentes:

P(ya sea que A o B ocurran) = P(A) + P(B) para eventos que no sean mutuamente excluyentes:

" Esto supone que los eventos son independientes. En general, es necesario conocer el valor de P(A y B).




P(ya sea que A o B o ambos ocurran) = P(A) + P(B) - P(A y B) P(A y B), para eventos
independientes:

P(A y B) = P(A)P(B) para eventos dependientes:
PAyB)=P(B)+P(A|B)oPAP(BIA)

EJERCICIOS
1. Al tirar un par de dados no cargados.
a. ¢ Cual es la probabilidad de que ambos dados caigan en seis?
b. ¢Qué probabilidad hay de que ambos dados caigan en dos?
c. ¢Cual es la probabilidad de que ambos dados caigan en numeros pares?

2. Al tirar un par de dados, 4 cual es la probabilidad de que ambos sean iguales?
(Sugerencia: Utilice la probabilidad condicional.)

3. Conteste las mismas preguntas del ejercicio 1, pero esta vez respecto a tres da-
dos.

4. Determine la probabilidad de sacar una sota de diamantes de un mazo de
naipes, valiéndose de la siguiente informacion:

A = diamante PAyB)=PA)PB|A)
B = sota
Ahora utilice P(A y B) = P(B)P(A | B), manteniendo A = diamante y B = sota.

5. Las descomposturas de maquinas son independientes entre si. Se tienen cuatro
maquinas, cuyas respectivas probabilidades de averia son 1%, 2%, 5% y 10% en
un dia particular, calcule las siguientes probabilidades:

a. Todas se descomponen el mismo dia.
b. Ninguna se descompone.

6. Se vendieron 200 boletos para una rifa y usted compré dos de ellos. El premio es
una docena de platanos congelados. Los boletos se mezclaran muy bien en una
gran urna, y un chimpancé amaestrado sacara los dos boletos ganadores.

a. ¢ Cual es la probabilidad de que una persona que compré un boleto gane?

b. ¢Cual es la probabilidad de que usted obtenga un premio? ;Dos premios?
¢ Tres premios?

7. De.los estudiantes de una preparatoria, 30% son de primer afo, 35% de
segundo 20% de tercer y el resto son repetidores. Si uno de los alumnos gand un
millon de pesos en una loteria estatal, calcule las siguientes probabilidades:

a. De que el alumno sea de tercer afo.

b. Que el alumno sea de primer o de segundo ano.




c. Que el alumno no sea de primer afio.

d. Que el Estado se niegue a entregarle el premio, por ser menor de edad.
8. Suponga que P(A) =0.30, P(B) =0.80y P(Ay B) =0.15.

a. ¢Son mutuamente excluyentes A y B. Expliquelo.

b. Encuentre P(B’)

c. Obtenga P(A 0 B).

9. Suponga que A o B son dos eventos mutuamente excluyentes y que P(A) = 0.31
y P(B) = 0.29

a. ¢Son A y B colectivamente exhaustivos? Expliquelo.
b. Encuentre P(A o B).

c. Obtenga P(AoB)'"

d. Halle P(Ay B).

10. Al tirar tres veces una moneda. ¢ Cual es la probabilidad de que caiga cruz las
tres veces? ¢ Qué probabilidad hay de que esto no suceda?

11.Si en cada uno de los tres lotes de marcos para cuadros, un 10% presenta
defectos de fabricacion, ¢ qué probabilidad hay de que un inspector no encuentre
algun defecto si inspecciona cada uno de los tres lotes?

12.Al lanzar una moneda al aire cuatro veces, se presentan las siguientes probabili-
dades en lo referente al nUmero de caras que se obtendran:

P(O) = 0.0625
P(1) = 0.2500
P(2) = 0.3750
P(3) = 0.2500
P(4) = 0.0625

Halle la probabilidad en cada uno de los casos siguientes, de que caigan:
a. Una o dos caras.
b. Menos de tres caras.
c. Cinco caras.
d. Mas de tres caras.
e. Menos de dos o mas de tres caras.

13.El periddico informa que hay el 40% ¢e probabilidades de que hoy llueva. Luis
considera que las posibilidades de que apruebe su examen de estadistica son 3 :
5. Suponiendo que estos eventos son independientes, determine lo siguiente:

a. P(que llueva y apruebe)

b. P(que no llueva y no apruebe)



14.Al sacar una carta de dos mazos de 52 naipes. ¢ Cual es la probabilidad de que
ocurran los siguientes eventos?

a.
b.
C.
d.

e.

Ambas rojas.

Ambas tréboles.

Ambas con figura (J, K, Q de cualquier tipo).
Un corazon y un diamante.

Un trébol y un corazén o un diamante.

15. ¢ Cuales serian sus respuestas al ejercicio anterior si las dos cartas se sacan del
mismo mazo sin regresar la primera carta a su lugar antes de sacar la segunda?

16.Las probabilidades de 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 6 7 accidentes durante un fin de semana
entre la 1 a.m. y 6 a.m., son, respectivamente, 0.08, 0.15, 0.20, 0.25, 0.18, 0.07,
0.04 y 0.01. Calcule la probabilidad de que en cualquier fin de semana entre
esas horas de la mafiana suceda lo siguiente:

a.
b
C.
d

e.

Menos de tres accidentes.

. Tres o menos accidentes.

Exactamente tres accidentes.

. Ningun accidente.,

Mas de siete accidentes.

17.Una compaiia que fabrica cristaleria cuenta con un proceso de inspeccion que
consta de cuatro pasos. Los directivos de la compaiiia afirman que la probabili-
dad de que un articulo defectuoso no sea detectado es de casi el 20%. Con esta
cifra del 20%, encuentre la probabilidad de que un articulo defectuoso pase las
cuatro etapas de inspeccion sin ser detectado. Cual seria su respuesta si se
agregara una quinta etapa, con una probabilidad de 50% de detectar los articulos
defectuosos?

18.La probabilidad de que una maquina produzca una tuerca hexagonal aceptable
es del 90%. Si las piezas sucesivas son independientes entre si (un supuesto
generalmente razonable, si el proceso esta “bajo control”), encuentre la probabili-
dad de obtener lo siguiente:

a. Dos piezas seguidas qué no sean aceptables.

b.

c. Una pieza aceptable y una pieza defectuosa, en cualquier orden.
d.

Una pieza aceptable y una pieza defectuosa, en ese orden.

Tres piezas defectuosas seguidas.

19.0btenga la probabilidad de que Alexander Hamilton y Thomas Jefferson hayan
nacido el mismo dia de la semana.



20.Si en la anterior pregunta se cambiara la palabra “dia” por “mes”, ¢ en qué forma
se estaria simplificando el supuesto? ;Por qué?

21.Muchos fanaticos de los deportes conocen la habilidad de Jaime alias, el
Romano para pronosticar quienes seran los equipos ganadores en futbol.
Observaron que sucede a razon de 0.80. Jaime elige los ganadores de los cuatro
partidos proximos. Encuentre probabilidades de que:

a. Todos los prondsticos de los juegos sean correctos.
b. Ninguno sea correcto

c. Uno sea incorrecto.

d. Tres sean incorrectos.

22.Una compafiia de exploracion petrolera perfora un pozo si considera que existe
por lo menos un 25% de posibilidad de encontrar petroleo. Si perfora cuatro
pozos, a los que se les asignan las probabilidades 0.3, 0.4, 0.7 y 0.8:

a. encontrar la probabilidad de que de ninguno de los pozos se obtenga
petréleo, utilizando las cifras de la compania.

b. calcular la probabilidad de que los cuatro pozos produzcan petroleo.

c. ¢cual es la probabilidad de que los pozos con una probabilidad de 0.3 y
0.7 produzcan petrdleo, y los otros no?

23.Miguel tiene dos juguetes viejos. En las mafianas frias hay un 20% de posibilidad
de que uno no funcione, y un 30% de que el otro tampoco:

a. Encuentre la probabilidad de que ninguno funcione.
b. Halle la probabilidad de que solamente uno funcione.

24.Una floreria garantiza que “el 90% de las semillas que contienen sus paquetes
germinaran”. Suponga que cada semilla tiene un 90% de probabilidad de que
germine, y que cada paquete contiene cinco semillas.

a. Encuentre la probabilidad de que ninguna germine.
b. Calcule la probabilidad de que todas germinen.

25.José espera ansiosamente las calificaciones de dos cursos que recientemente
termind. Considera que hay 0.80 de probabilidad de obtener A en literatura y un
0.40 de probabilidad de obtener A en filosofia. Encuentre las probabilidades de
estos resultados:

a. Ambas calificaciones sean A.
b. Ninguna sea A.

c. En literatura obtenga A, pero
d

. Ninguna de las anteriores no en filosofia



26.Un paquete que contiene una mezcla de semillas de flores de distintos colores
contiene cuatro semillas para flores rojas, tres para amarillas, dos para moradas
y una para color naranja.

a. Si se selecciona una semilla de la mezcla, ¢,cual es la probabilidad de que
sea roja o naranja?

b. Si se sacan dos semillas del paquete, ¢cudl es la probabilidad de que
ambas sean amarillas? ¢ Rojas?

c. Si se sacan tres semillas, ¢ cual es la probabilidad de que una sea color
naranja y dos sean amarillas

d. Si se escogen tres semillas, ¢ cual es la probabilidad de que una sea color
naranja?

27.Continuando con el mismo ejercicio, si cada semilla tiene un 60% de probabilidad
de germinar, jcuales son las probabilidades de llegar a los siguientes resulta-
dos?

a. Todas germinen, excepto las de color naranja.
b. Germinen todas las amarillas.

c. Ninguna de las amarillas germine.

TECNICAS DE CONTEO

Para utilizar el enfoque clasico de la probabilidad (a priori), es necesario conocer
el numero total de resultados posibles de una muestra o experimento. Las técnicas de
conteo generalmente se utilizan como un medio para determinar el numero total de
resultados. Ya se presentaron diversas técnicas de conteo sencillas. Por ejemplo, en
muchas de las ilustraciones anteriores fue conveniente listar los resultados. Esto nos
permitié verificar objetivamente los resultados para ver si se consideraron todos los
ordenamientos posibles.

Un refinamiento de la técnica de listado es utilizar los arboles de decision, que
proporcionan una base racional para desarrollar una lista de resultados. Sin embargo,
cuando es considerable el numero de resultados, los métodos de listado se hacen muy
engorrosos, y es necesario recurrir a formulas matematicas para determinar el numero
total de resultados posibles. Considérense cada uno de los siguientes métodos.



Supdéngase que un estudiante presenta un examen con 20 preguntas de
verdaderofalso. Supongase también que esta adivinando todas las preguntas. ¢ Cual es
la probabilidad de que resuelva correctamente el examen? Para solucionar este
problema en primer lugar es necesario determinar el numero total de resultados
posibles (modelo). Por ejemplo, puede decidir contestar todas las preguntas con
verdadero o todas con falso, bien, puede alternar verdadero y falso, o mezclarlas
aleatoriamente.

Mas que intentar resolver este problema directamente, sera mas instructivo
explorar primero las versiones por etapas. Por tanto, imaginese que el examen consta
de una sola pregunta. Las posibilidades serian V o F. Si fueran dos preguntas, estas
posibilidades serian VV, VF, FV, FF. En el caso de que fueran tres preguntas, las
posibilidades serian VVV, VVF, VFV, VFF, FVV, FVF, FFV, FFF. Evidentemente, a
medida que aumenta el numero de preguntas, aumenta el numero de resultados, pero
en una proporcion mas rapida segun se muestra a continuacion.

Numero de preguntas 1234
Numero de resultados 24816

De hecho, a menos que la cantidad de elementos que se habra de considerar
sea muy pequeno, el numero de resultados puede ser bastante grande. En estos casos
puede ser muy tedioso utilizar el listado. Quizd mas importante aun es el hecho de que
es facil examinar algunas de las posibilidades.

Los diagramas de arbol proporcionan un método sistematico de enumeracién de
los resultados asi como una presentacion visual. Estos diagramas se pueden elaborar
facilmente y son mas iluminadores que las simples listas. En la figura 3.5 se presenta
un diagrama de arbol para tres preguntas de verdadero-falso. Como los estudiantes
tienen dos opciones posibles para cada pregunta, V o F, el arbol presenta dos ramas en
cada pregunta.

Al ampliar el diagrama de arbol, es posible enumerar los resultados con mas
preguntas de verdadero-falso. Sin embargo, no seria practico hacerlo, debido a que el
numero de posibilidades aumenta considerablemente. Sin embargo, lo que realmente
se requiere, es determinar el numero total de resultados; no se obtendria nada al



identificar cada uno de ellos. Por fortuna, hay una forma sencilla de estimar el numero
total sin tener realmente que contar-cada resultado en forma aislada.

FIGURA 3.5 Empleo de un diagrama de arbol para determinar las ordenes posibles.

Principio de multiplicacion

El diagrama de arbol ilustra que cada pregunta sucesiva duplica el numero total
de resultados posibles, dado que cada nueva pregunta proporciona dos opciones mas.
Esto trae como consecuencia que cuando existe un numero de decisiones secuenciales
que se deban tomar (como una respuesta de verdadero o falso para cada pregunta), el
numero total de resultados posibles sera el producto de la diversidad de formas en que
cada pregunta (decisidon) se pueda hacer. De este modo

Numero de preguntas Resultados totales

1 2=2
2 2x2=4
3 2x2x2=8
4 2x2x2x2=16

Si esto fuera un examen de opcion multiple, digamos con cuatro opciones por
pregunta, y solo fueran tres preguntas, el numero total de resultados posibles seria 4 x
4 x 4 = 64. Si hubiera cuatro opciones para la primera pregunta, cinco para la segunda y



tres para la tercera, la respuesta seria 4 x 5 x 3 = 60. Ahora se debera aplicar el
principio de multiplicacién para encontrar cuantas formas de contestar las 20 preguntas
del examen de verdadero-falso existen. Con dos opciones para cada una de las 20
preguntas, se tendria

Ix2% 2% e 2=2%

Es poco comun resolver problemas como éstos a mano, no obstante, se examinara por
lo menos un método simplificado de los calculos.

2 2 2 2x2x2=2%°
2><2><;__><2><2><2><2><2x2x2x2x.,l><2x._x2><_x2><._><._x2 s

e e et bt Mt et et Syt

4 x 4 x 4 x 4 x 4 x 4 x 4 x 4 x 4 x 4 =41

e —_—
16 X 16 X 16 P 16 X 16 = 16"
e st ad
256 X 256 X 16 =1048 576

En términos generales, de haber n decisiones secuenciales, cada una con m
opciones, el nimero total de resultados posibles es m".

Por ultimo, la probabilidad de que el estudiante pueda adivinar el modelo
correcto para de ese modo contestar correctamente todas las preguntas es:

1
1048 576

El principio de multiplicacién del numero de opciones para cada decision es una
regla general sobre la que se basan dos técnicas adicionales: la de permutaciones y la
de combinaciones. Estas técnicas son utiles en casos en los que cada decisidon
disminuye el numero de opciones restantes en lo que respecta a decisiones -ulteriores.

Permutaciones y combinaciones

Cuando el orden en que se disponen los términos es importante, el numero total
de resultados posibles recibe el nombre de permutacion. Por ejemplo, en lo referente a
las respuestas a un examen de opcidn multiple, existe un significado especial
relacionado con el orden. Cuando el orden carece de un significado particular, el
numero total de posibles resultados se conoce como combinacién. Por ejemplo, un
comité que consta de dos personas, digamos, el Sr. Pérez y el Sr. Sanchez, seria igual
al formado por el Sr. Sanchez y el Sr. Pérez. En forma similar, tanto la suma como el
producto de dos numeros no se ven afectados por cual es el primero y cual el segundo:

10+5=5+10 10x5=5x10

Considérense en primer lugar las permutaciones. Supongase que hay cuatro
equipos de béisbol en un campeonato. ;En cuantas formas pueden quedar los
marcadores finales? Imaginese que se tienen que llenar cuatro casillas: ganador,
segundo, tercero y ultimo lugar. La casilla del ganador se podria llenar con cualquiera
de los cuatro equipos. Esto haria que quedaran tres casillas por llenar, y tres equipos



por seleccionar. De este modo, el segundo lugar seria uno de los tres equipos. El tercer
lugar seria uno de los dos equipos y uno de ellos quedaria en el ultimo sitio. El numero
total de resultados seria

4 % 3 = 2 w 1 =724
(lo.) (20.) (30.) (40.)

Si hubiera seis equipos, el resultado seria
6x5x4x3x2x1=720

Si se seleccionan los equipos del primero al ultimo, en orden inverso (del ultimo
al primero), o en cualquier otro orden, el resultado final sera el mismo. Por ejemplo,
seleccionar primero el que ocuparia el ultimo lugar produciria 1 x 2 x 3 x 4 = 24.

Cuando se trabaja con permutaciones, cada decisibn comprende una opcién
menos que la anterior. Una forma simplificada de representar estas progresiones es
utilizar el simbolo “I”. Por ejemplo, 4 x 3 x 2 x 1 se puede escribir como 4! El signo de
admiracion significa “factorial”, y “4!” se lee “cuatro factorial”. A continuacién se ilustran
algunos ejemplos de factoriales:

S1=5x4x3x2x1=120
2! =12 x 11l x10x9x8x7x:+x2x1=479001600

Los factoriales aumentan considerablemente a medida que se incrementa el
namero. Por fortuna, no es generalmente necesario desarrollar un factorial por
completo, ya que cuando se utilizan suelen presentarse en grupos, y es posible
eliminarlos. Por ejemplo

51 Sx4dx3Ix2x1 5"_

3

1
M= Tx6x5xdx3x2x1 Tx6x5 71x6 42
4! 4x3x2><l_4><3x,2'f

= — — = =4x3=12
2! 2 x 1 2!
+
4EI —_ @5_39:}8_ =40 x 39 = 1560
38! 387

5! S5x4x3 S_Xil:]()

33t 2x1x3t 2
Los factoriales algunas veces comprenden operaciones de adicion y sustraccion.
Cuando los numeros estan dentro del paréntesis y el signo factorial fuera, es necesario
completar la adicién o sustraccion antes de determinar el factorial:



(5-3)!=2! (no 5! — 3)

O
(34 1) =4!

8! 81 8x7x6x5 8x7Tx6
38 —3)! 3151 315¢ EET

Obsérvese que se elimina el 5! y no el 3! La respuesta seria la misma,
independientemente de qué numero se eliminara, pero el esfuerzo es menor cuando se
suprime el factorial mayor.

Cero factorial equivale a 1. Es decir 0! = 1. Una explicacion intuitiva es la siguien-
te: si hubiera una cantidad de sillas vacias, ¢cuantas ordenaciones diferentes serian
posibles si ninguna persona llegara a sentarse? La respuesta es: una sola; con todas
las sillas vacias. (Si esto le parece confuso, imaginese a dos personas y tres sillas;
después a una persona y tres sillas; y por ultimo, a ninguna persona.)

Si, en una carrera hay siete caballos, ¢cuantas ordenaciones de ganador,
segundo lugar y tercer lugar son posibles? Intuitivamente (mediante el principio del
multiplicacion) se observa que hay 7 x 6 x 5 = 210 posibles resultados. Utilizando las
permutaciones, se plantearia la pregunta para siete elementos (caballos, en este caso),
jcuantas ordenaciones de tres de los elementos son posibles? En términos generales,
el numero de permutaciones de n objetos tomando x a un tiempo equivale an ! (n-)!
De manera mas formal, se tiene que:

n!
~ (n— x)!

Por tanto, el numero de formas en las que se pueden ordenar tres objetos de un
grupo de siete es

P,

n

p 7! 7 x6 x5 x(4) 110
(-3 4! 3
Ocasionalmente nos enfrentamos a una situacién en la que algunos de los

elementos son idénticos o indistinguibles entre si. Por ejemplo, supdéngase que se
tienen tres monedas de 5 centavos y dos de 10 centavos. A menos de que se haga un
esfuerzo especial para observar las fechas de las monedas, o para diferenciarlas de
alguna otra manera, las tres monedas de 5 centavos no se podrian distinguir. Igual
sucederia con las dos monedas de 10 centavos. Debido a esto, no todas las
permutaciones pareceran unicas. Un arreglo seria CCCDD. Aplastar las dos monedas
de 10 centavos no cambiaria la apariencia externa de su ordenacién. De ahi que,
algunas de las ordenaciones diferentes se pierden y se deben suprimir del numero total
posible, ya que el concepto basico de una permutacion establece que cada ordenacion
sera diferente.

Ahora, si las monedas se identificaran (en forma temporal), digamos como C1,
C2, C3y D1, D2, se observaria que hay 2! ordenaciones diferentes en la referente a las



monedas de 10 centavos y 3! ordenaciones respecto a las monedas de 5 centavos.
Ademas, hay 3! (2!) ordenaciones cuando se consideran las monedas de 5 y las de 10
centavos, que se deberan restar del numero total de permutaciones para encontrar el
numero de permutaciones distinguibles. Esto se puede llevar a cabo al dividir el numero
total de permutaciones, suponiendo que los elementos se puedan distinguir, debido al
numero de modelos que se pierden, ya que los primeros no se pueden reconocer
realmente. En el caso de las tres monedas de 5 y las de 10 centavos, esto resulta

5!
e i)
21} ?

En términos generales, el numero de permutaciones que se pueden distinguir en
el caso de n elementos, cuando hay n; elementos imposibles de reconocer de un tipo,
ny de otro tipo, etc., es

n'

2 n =-— -
g n'nylng!-- o n!

donden = ny + n; + - + n,.

Ejemplo 5 ¢Cuantas ordenaciones diferentes de ocho letras se pueden hacer
utilizando las letras RR RR U U U N?

Solucion:

Hay ocho letras: 4 eres (R), 3 ues (U) y 1 ene (N), las cuales dan lugar a

8!
™ A3 280

Cuando el orden carece de importancia, el término “combinacién” se utiliza para
denotar la diversidad de posibles agrupamientos. La seleccion de los miembros de un
comité es un ejemplo en el que el orden no es un factor. Otro, es seleccionar dos pla-
tilos de verduras de un menu en el que hay cinco opciones. Escoger papas y
zanahorias seria equivalente a zanahorias y papas. Estos grupos equivalentes se
deben eliminar del numero total de permutaciones a fin de determinar el numero de
combinaciones. Esta es la misma situacion que se observd en el caso de
permutaciones indistinguibles y, de hecho, se procedi6 exactamente de la misma
manera. De este modo, en el caso de las verduras, cada grupo de dos dara lugar a sélo
dos permutaciones, pero a una sola combinacién. En otras palabras, el numero de
permutaciones es dos veces el numero de combinaciones. En la seleccién de dos tipos
de verduras a partir de una lista de cinco, las permutaciones posibles son

5!
3!

El numero de combinaciones equivale a la mitad de ese resultado, esto es, 10.
Mediante simbolos, se representa el numero de combinaciones de la siguiente manera:

5P2 :20



!

5(‘1: — a ]0

5 : .‘. 2_ :

N

En forma mas general, para grupos de tamano x, obtenidos de una lista de n
elementos, el numero de combinaciones posibles es

c n' ("n
it [T X
Ejemplo 6 ¢ Cuantos comités diferentes de tres miembros se pueden seleccionar
a partir de un grupo de 10 personas?

Solucion:

100 10x9 x8x 7!
73 T3x2)
Ejemplo 7 Suponga que queremos formar un comité constituido por una mujer y

dos hombres, a partir de un grupo de cuatro mujeres y seis hombres. ; Cuantas ordena-
ciones diferentes son posibles?

Solucién:

mujeres hombres

A ; 4! 6!

REGLAS DE CONTEO

Regla de multiplicacién: producto del numero de selecciones respecto de una secuencia
de decisiones.

Permutaciones: numero de ordenaciones cuando el orden es importante.
n!
(n — x)!

Permutaciones distinguibles: se emplean cuando, al parecer, algunos elementos son
idénticos, pero el orden es importante.

Px =

n!
' =
nt ny, N2, ..., nk nl!nz!...nk!
Combinaciones: se utilizan cuando el orden no es importante. i
n n!
L=\ ]=

X x!(n — x)!




Comparacioén entre permutaciones y combinaciones

Cuando el orden es importante, el numero posible de resultados se determina
mediante permutaciones. Cuando el orden carece de importancia las combinaciones
producen el numero total de resultados posible. Ademas, el numero posible de
combinaciones siempre sera menor que el de permutaciones.

Por ejemplo, supdngase que a una persona se le muestran cuatro colores de un
muestrario de pinturas, y se le pide que seleccione tres de ellos. EI numero de
conjuntos de tres que se podrian seleccionar constituiria el niumero de combinaciones,
dado que el orden no seria un factor. Por otra parte, si se pregunta ahora que escoja
tres colores y los jerarquice segun el que le parezca mejor, el orden en este caso si
seria importante, y los conjuntos de colores jerarquizados equivaldrian a las
permutaciones. En la tabla 3.2 se ilustra la comparacion entre combinaciones y
permutaciones.

Es interesante observar que cuando hay dos grupos de elementos
indistinguibles, el numero de combinaciones es igual al numero de permutaciones. Por
ejemplo, ;en cuantas formas puede un estudiante contestar un examen de 10
preguntas de verdadero-falso con cinco verdaderas y cinco falsas?

10! 10! _ 10!
10P5.5=§!5—! 10C5:_5!(10_5;)!_5!5!

Se utilizara este resultado en el estudio de la distribucidon binomial.



TABLA 3.2 Una comparacion de permutaciones y combinaciones

Seleccionar tres colores

Colores por seleccionar: rojo, azul, verde, naranja

Combinaciones

Permutaciones

B (") .
X xl(n — x)!

C*-n _ 4!
TRt T B

=4

RAV
RAN
RVN
AVN

n!
nfarzz I
(n — x)!
41
4P3 2'1—'_—_24

RAV, RVA, AVR, ARV, VAR, VRA
RAN, RNA, ANR, ARN, NAR, NRA
RVN, RNV, VNR, VRN, NVR, NRV
AVN, ANV, VNA, VAN, NVA, NAV

EJERCICIOS

1. Determine cada uno de los siguientes:

a.2! b.5!

2. Calcule lo siguiente:

6 )

c. 10!

3. Determine el numero de permutaciones:

a.3P2 b.4P4

4. Un vendedor de autos nuevos quiere impresionar a sus clientes potenciales con
la cantidad posible de diferentes combinaciones de que se dispone. Un modelo
presenta tres tipos de motores, dos transmisiones, cinco colores de carroceria y
dos colores de interiores. ¢ Cuantas posibilidades de eleccion respecto a estas

opciones hay?

5. Las placas de matricula de automovil de un Estado tienen tres letras seguidas de

cuatro niumeros.

c. 5P

d. 1! e.0!

5 9
() 2

d.gPe e.1P0



a. ¢Cuantas placas diferentes serian posibles si se utilizaran todas las letras
y numeros?

b. Cuantas placas diferentes serian posibles si no se utilizan la letra O y el
cero?

c. ¢Cuantas placas diferentes son posibles si la palabra “sex” no esta
permitida, pero si los ceros y las letras O?

d. ¢Cuantas placas son posibles si la palabra “sex”, asi como la letra O y el
numero cero no estan permitidos.

6. ¢Cuantas palabras distinguibles de nueve letras se pueden obtener de la palabra
inglesa BLUEBEARD si se permite palabras sin sentido?

7. Tres ruedas, cada una con los digitos del 0 al 9, se disponen como en una
maquina tragamonedas, de manera que cada rueda pueda girar en forma
individual.

a. ¢Cuantas diferentes ordenaciones de numeros son posibles?

b. ¢Cuantas ordenaciones que tengan el digito 1 en la posicién intermedia
son posibles?

8. El administrador de un restaurante revisa botellas de vino y acepta o rechaza
cada botella. Si 10 botellas son sometidas a inspeccién, ;en cuantas formas
diferentes puede ocurrir lo siguiente? (Sugerencia: la unica caracteristica
distinguible es la aceptacién o el rechazo.)

a. Se acepta una botella. b. Se aceptan dos. c. Se aceptan tres.

9. Las parejas para un baile escolar se eligen colocando los nombres de las chicas
en una urna, y el de los muchachos, en otra, seleccionandolos después al azar.
Si hay 10 jovenes y 10 chicas, jcuantas parejas se pueden formar? Si un
muchacho y una chica se agregan al grupo (manteniéndose un total de 10
jévenes y 10 chicas), ¢,cual es la probabilidad de que formen pareja si éstas se
seleccionan al azar?

10.El menu de un restaurante recomienda cinco posibilidades de eleccion de carne
o pescado, tres tipos de ensalada, dos platillos con papas y cuatro con verduras.
¢, Cuantas comidas son posibles?

11.Si en un torneo de basquetbol participan 36 equipos, ¢ cuantos pueden ser los
resultados de los equipos en lo referente a los primeros tres lugares?

12.¢;De cuantas formas diferentes puede un supervisor seleccionar un equipo de
cinco de ocho personas que trabajan para él?

13.Se tira siete veces una moneda. ¢ Cuales pueden ser los resultados?
a. Cinco caras. b. Cuatro caras. c. Todas caras d. Una cara.

14.En el restaurante Joe's Pizza y Taco Parlor se lista la variedad de pizzas de 30
cm: jamon, champifiones, pimientos, anchoas y pepperoni. Usted sdlo tiene dine-



ro para comprar dos (todas cuestan lo mismo). s Entre cuantas pizzas habra de
escoger?

15.Demuestre que para ordenaciones de dos tipos de objetos, el numero de
permutaciones distinguibles iguala al numero de combinaciones.

REGLA DE BAYES'

La regla de Bayes es un método para verificar las probabilidades (anteriores)
existentes, basandose en la informacién obtenida por el muestreo. La siguiente es una
explicacion intuitiva de cdmo se lleva a cabo la revision de probabilidades y por qué es
util tomarla en cuenta.

Considerese el caso de un individuo que apresuradamente besa a su mujer una
manana lluviosa, coge una de las tres bolsas que estan sobre la mesa de la cocina y se
dirige de prisa hacia su trabajo. Poco después, conforme se dirige a su trabajo, se le
ocurre pensar que pudo haber tomado una bolsa equivocada. Una de ellas contenia su
almuerzo: dos emparedados de jamon. Otra, en cambio, contenia el almuerzo de su
hija: un emparedado de jamon y uno de crema de cacahuate (la cual él detesta). La
tercera bolsa contenia la basura. Un momento de reflexién lo convence de que como
habia tres bolsas, la probabilidad de que haya tomado la bolsa correcta es de sélo 3 .

Inmediatamente coge la bolsa y saca un emparedado. Después de
inspeccionarlo se da cuenta que es de jamodn. Por supuesto, siente gran alivio al
descubrir que por lo menos no tomo la bolsa de la basura. En ese punto, el transito se
ha detenido completamente. En lugar de ver de qué es el otro emparedado, el hombre
decide calcular la probabilidad de que haya tomado su propio almuerzo (es decir, la
probabilidad de que el otro emparedado también sea de jamon). Recuerda que la
probabilidad se define como la razén del numero de resultados favorables al numero
total de resultados posibles. Observa que, de haber tomado realmente la bolsa de su
almuerzo, entonces habra dos formas de descubrir si el segundo emparedado es de
jamén. Si trae el almuerzo de su hija, sélo habra una forma. De este modo, hay tres
formas en las que pudo obtener un emparedado de jamén, y dos de ellas se pueden
considerar favorables. En este punto, la probabilidad de que haya tomado la bolsa
correcta, es de i, dada la evidencia de la muestra.

Los automdviles se empiezan a mover nuevamente, y una ligera sonrisa aparece
en los labios del individuo. Confiadamente mete su mano en la bolsa y saca el otro
emparedado. Un rapido vistazo le indica que se equivocé: el emparedado es de crema
de cacahuate y no de jamoén, lo que le demuestra que la probabilidad es una medida de
qué tan posible es un evento y no una garantia de que ocurra. Una vez mas, los autos
se han detenido por completo. El hombre murmura para si algo con respecto a comprar
un aparato para la basura.

Con un aparato para la basura, quiza sélo habria dos bolsas en la mesa cuando
€l salga de casa: la suya y la de su hija. Si tomara una y después comprobara su
contenido de la misma forma rumbo a su trabajo, y encontrara un emparedado de

" Material optativo. Esta seccién se puede omitir sin que se pierda continuidad.



jamoén, ¢jcual seria la probabilidad de que hubiera tomado la bolsa correcta? La
respuesta seguiria siendo 3 . Para conocer la razén, recuérdese que la evidencia de la
muestra (emparedado de jamén) fue la misma que antes, y que en el caso anterior, una
vez que se vio un emparedado, la bolsa de basura dej6 de formar parte del problema.
En otras palabras, mediante la evidencia muestraj el aparato para la basura no tiene
caso.

Independientemente de que el individuo se haya dado cuenta o no, utilizé6 de
manera intuitiva el teorema de Bayes para determinar la probabilidad que tenia de
haber tomado la bolsa con el almuerzo que le correspondia. Sin duda, Bayes mismo
conocia bien el método intuitivo de resolucién de problemas de este tipo. Quiza él
también se dio cuenta de que un método formal seria de utilidad en la resoluciéon de
problemas semejantes, pero mucho mas complejos. Quiza razoné de la siguiente
manera: si un evento puede ocurrir en mas de una forma, entonces la probabilidad de
que suceda en una forma particular seria igual a la razén de la probabilidad de que se
presente la forma respecto a la probabilidad de que ocurra. En el ejemplo anterior, la
probabilidad de obtener un emparedado de jamdn equivale a la probabilidad de elegir la
primera bolsa y obtener un emparedado de jamén, mas la probabilidad de elegir la,
segunda y encontrar uno de jamon mas la probabilidad de escoger la tercera bolsa y
obtener uno de jamoén. De este modo, la probabilidad a posteriori (revisada) de que
tenga la bolsa correcta es

P(bolsa correcta y un emparedado de jamon)
P(almuerzo correcto) = P(jambn)

Se puede presentar esto en una forma mas detallada:

i o P emparedado de jamon de la bolsa correcta
P(almuerzo correcto’ | emparedado de janon) P todas las formas de obtener un emparedado de jamén

P(b.c.) P(e.j.|b.c.)
" P(b.c.)P(e.j.|b.c) + Pa.h.)P(e.j.|a.h.) +P(b)P(e3b)

b.c. = bolsa correcta

e.j. = emparedado de jambén
a.h. = almuerzo de la hija
b. = basura

Si se coloca la informacidn en forma tabular, las cifras son mas faciles de
visualizar. De este modo

Contenido

Jamén Crema de cacahuate  Basura

(S ]

Su bolsa
Bolsa de la hija 1 1 —
Bolsa de basura -- |

Cambiando estas cifras a porcentajes, y recordando que la probabilidad anterior
(antes de tomar la muestra) de elegir cada bolsa era de '/3 , se elabora la siguiente
tabla.



Contenido

Probabilidad (™ Crema
a priori ' Jamén| decacahuate Basura  Totales
e — i
Forma especifica ——( §  Su bols{ - : __‘ 1Q0) 0.00 0.00 1.00
! Bolsadela hija 1 0.50 | 050 0.00 1.00
} Basura 000 | 0.00 100 100
1.00 S
Evidencia de
la muestra

La probabilidad de elegir inicialmente cualquiera de las bolsas es de '/s. Estas
son las probabilidades a priori que se revisaran utilizando la informacién muestraj (de
que un emparedado de jamon se saque de la bolsa). Los valores dentro de la tabla son
las probabilidades de encontrar un emparedado de jamén suponiendo que se tomd
inicialmente una bolsa especifica. Por ejemplo, habria una probabilidad cero de
encontrar un emparedado de jamén si se hubiera tomado la bolsa de basura, un 50%
de probabilidad de tener el emparedado de jamodn si se eligiera el almuerzo de la hija y
un 100% de probabilidad de sacar el emparedado de jamoén si el individuo mencionado

hubiera elegido su propia bolsa.

Formalmente calcularemos la probabilidad de que el hombre seleccione la bolsa

correcta, suponiendo que €l encuentra el emparedado de jamon.
$(1.00)

~

P(bolsa correcta dado el jamoén) =

Esta misma idea se expreso en la figura 3.6.

$(1.00) + 4(0.50) + $(0.00) ~ 3
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Se elige una de las urnas en forma arbitraria, y de ella se saca una sola canica.
Si la canica es roja ¢ cual es la probabilidad de que se haya sacado de la urna B?

Solucion:

Para resolver este problema (o cualquier problema semejante) necesitamos dos
cosas: 1) la probabilidad anterior a seleccionar cada urna, y 2) la probabilidad de que
ocurra el evento en cuestion (la canica roja en este caso). Las probabilidades a priori
serian 4 para cada urna, ya que hay cuatro, y se puede suponer que cada una presenta
la misma probabilidad de ser seleccionada. La probabilidad de sacar una canica roja de
una urna determinada es la razon de canicas rojas al total de canicas en dicho
recipiente. La siguiente tabla muestra estas probabilidades (que se calcularon utilizando
la informacion de la tabla anterior).

Color

Probabilidad antennor  Urna Rojo  Blanco Azul Totales

e

i A 0. m': 0.60 0.30 1.00
i B o060 020 0.20 1.00
i C 080 0.10 0.10 1.00
4 D 0000 060 040 1.00

La probabilidad de que se saque la canica roja de la urna B es

R 4(0.60) -
(urna BIT012) = 116.10) + 0.60) + 4(0.80) + 4 (0.00) 15

De hecho, la probabilidad de que la canica roja se extraiga de cualquier otra
urna, se puede calcular de la misma manera.

P(urna A |roja) = 1(0.10) = 1
1(0.10) + 4(0.60) + $(0.80) + (0.00) 15
P(urna C|roja) = +(0.80) = -
1(0.10) + £(0.60) + %(0.80) + 4(0.00) 15

£(0.00)

P(urna D|roja) = 1(0.10) + £(0.60) + £(0.80) + 4(0.00) T 15

15
Total: —
15
Se deberan observar dos cosas. Una, que la suma de las probabilidades de las
diferentes urnas (formas en que puede “ocurrir’ la canica roja es 1.00 (es decir, "°/45). La
otra es que el denominador es el mismo para los cuatro calculos.

Las personas que constantemente toman decisiones, suelen utilizar el teorema
de Bayes para verificar las estimaciones de probabilidades a la luz de los resultados de
las pruebas o ensayos. En esencia, los resultados de las pruebas son considerados
como evidencias de la muestra.



Ejemplo 9 Un estudio reciente indica que el 70% de todos los estudiantes de
preparatoria tiende a utilizar las “fantasias” como un mecanismo para superar la
frustracion causada por la resolucién de problemas estadisticos, y que el 30% no lo
hace por esa razon. Un inteligente asistente de profesor elabord una prueba para medir
si un alumno fantaseaba o no. Sin embargo, el ensayo no esta del todo perfeccionado
(la beca por seis afios del susodicho profesor no ha sido renovada). Generalmente, el
examen produce un resultado positivo para el 60% de los estudiantes que utilizan
fantasias, y un resultado negativo para el 40% restante. En el caso de los no
fantasiosos, el examen resulta positivo para el 20%, y negativo, para el 80%.

Esta informacion se puede resumir en forma tabular.

Resultados de las pruebas.

Probabilidad a priori Positivo Negativo
0.70 Fantasiosos 0.60 0.40
0.30 No fantasiosos 0.20 0.80
1.00

Utilizando el teorema de Bayes, es posible determinar la probabilidad (a
posteriori) de que una persona utilice fantasias, obteniendo un resultado positivo:

0.70(0.60)  0.42 A

Plfantasiosos| positivo) =5=60.60) + 0.30(0.20) 0.2 + 0.06 8

Estamos en condiciones de considerar una expresion general para el teorema de
Bayes. De existir un numero de “estados de la naturaleza” (como, bolsas sobre la masa
0 urnas con canicas, o tener respecto a no tener), cada uno con 1 o mas resultados o
eventos de muestreo posibles, asociados con ellos (asi como el emparedado de jamén,
la canica roja o un resultado positivo en el examen), la representacion tabular de éstos
seria:

E, E, o E
Sl P[Ellsl) P(EZISI) kUl P(lfjl‘gl}
Estados posibles S, | P(E,|S;) P{EZISZ] -+ P(E;|S>)
de la naturaleza :
S; | P(E;|S) P(E,|S) -+ P(E;S)

Por ejemplo, la probabilidad de que un resultado muestral, digamos E2 ocurra
como consecuencia de un estado particular de la naturaleza, digamos, S1, se puede
calcular de esta manera:

. P(S,)P(E,|S,)
~ P(S)P(E,|S,) + P(S,)P(E,|S;) + -+ - + P(S)P(E,|[S)

P(S,|E;)

El caso general seria



P(S;))P(E;|S))
P(S,)P(E;|S,) + P(S;)P(E;|S;) + - - - + P(S)P(E}|S)

P(S,|E)) =

La esencia del teorema de Bayes es la revisidn de las estimaciones iniciales de

la probabilidad (a priori), dada la evidencia de la muestra. Las estimaciones revisadas
reciben el nombre de probabilidades a posteriori. Las bases para la verificacién son los
resultados de una muestra particular mas el conocimiento de las probabilidades
condicionales (es decir, las probabilidades respecto a cada resultado muestral,
suponiendo un estado especifico de la naturaleza).

EJERCICIOS

1.

Los registros policiacos revelan que solo el 10% de las victimas de accidentes
que llevaban cinturones de seguridad sufrieron heridas graves, en tanto que el
50% de los que no usaron, sufrieron también serias heridas. La policia estima
que el 60% de las personas que viajan en automdéviles emplean los cinturones de
seguridad. Se llama a la policia para investigar un accidente en el que una
persona resulta seriamente herida. Estime la probabilidad de que llevara puesto
el cinturdn de seguridad en el momento del choque. El conductor del otro auto no
sufrid heridas graves. Determine la probabilidad de que este ultimo llevara
puesto el cin-turén de seguridad.

Una compainiia constructora propone una rebaja en un proyecto de construccion.
Si el principal competidor también propone una, hay solamente 0.25 de probabi-
lidad de que se le conceda a la compania. Si el competidor no hace ninguna
rebaja, existe una oportunidad de a de que la compaiia obtenga el trabajo. Hay
0.50 de probabilidad de que el competidor haga la rebaja.

a. ¢Cual es la probabilidad de que la compaiia constructora obtenga el
trabajo?

b. ¢(Qué probabilidad hay de que el competidor haga la rebaja si su
compainia constructora obtiene el trabajo?

Eduardo conoce a una nueva chica en la mitad de las fiestas a las que asiste.
Tres cuartas partes de las veces en que conoce a una nueva joven, se divierte,
pero la probabilidad de que se divierta cuando no conoce una nueva chica es
solamente del 10%. Eduardo acaba de decirle que se esta divirtiendo ¢ cual es la
probabilidad de que haya conocido una nueva joven?

Tres maquinas producen piezas fundidas de metales no ferrosos. La maquina A
produce 1% de piezas defectuosas, la maquina B, 2%, y la maquina C, 5%. Cada
maquina produce s de la produccion total. Un inspector examina una pieza
fundida, y determina que no esta defectuosa. Estime las probabilidades de que
dicha pieza haya sido producida por cada maquina.

Un granjero estima que cuando un jardinero experimentado planta arboles, el
90% crecera en tanto que cuando un novato lo hace, solo crece el 50%. Si un ar-
bol plantado anteriomente no crece, encuentre la probabilidad de que lo haya



plantado el jardinero novato, dado que este tipo de jardineros generalmente
plantan lo de los arboles.

RESUMEN

La probabilidad es un numero que indica cuan posible es algun evento futuro.
Las probabilidades se determinan ya sea mediante la realizacion de una serie de
ensayos Y la observacion de la frecuencia relativa de ocurrencia del evento en cuestiéon
(o bien, tratando datos histéricos como series de ensayos idénticos), dandose cuenta
que los eventos (o resultados) son igualmente posibles, o bien, cuando éstos no sean
posibles, mediante el empleo de juicios subjetivos. Resulta util para la comprension y
utilizacidon de las probabilidades, imaginar el espacio muestral de todos los resultados
posibles de una muestra o experimento.

Las reglas de probabilidad fueron ideadas para ayudar en el calculo de eventos
que sean, por si mismos, combinaciones de otros. La regla de adicion se utiliza cuando
se desea obtener la probabilidad de que ocurran uno de dos eventos, o ambos. Hay dos
variaciones a la regla, una para eventos que son mutuamente excluyentes y otra para
eventos que no lo son. En forma semejante, la regla de multiplicacion, que se utiliza
para determinar la probabilidad de que ocurran dos eventos, posee dos variantes, una
para eventos dependiente y otra para independientes.

Las reglas de tonteo son utiles, en la determinacion del numero de formas en que
algo puede ocurrir, particularmente cuando hay una gran diversidad de ellas.

TEMAS DE REPASO
1. Describa brevemente los tres enfoques para la asignacion de probabilidades.
2. ¢Por qué es importante el tamafio muestral en el enfoque de frecuencia relativa?

3. ¢Qué ventajas o desventajas presenta el enfoque subjetivo respecto a los otros
dos métodos?

4. Explique esta proposicion: Puede haber un grado de subjetividad en el enfoque
de frecuencia relativa.

¢ Qué son,las posibilidades y. cdmo se relacionan con las probabilidades?

Defina los siguientes términos: mutuamente excluyentes, colectivamente exhaus-
tivos, complemento.

7. ¢Qué es un espacio muestral? ¢ Qué es un evento?
8. ¢Qué son los diagramas de Venn y cual es su utilidad?
9. ¢Qué significa la expresion “eventos independientes”™?

10.Defina lo que significa probabilidad conjunta. ; Como se determina la probabili-
dad conjunta cuando los eventos son independientes?



11.La probabilidad de que un evento ocurra mas la probabilidad de que no lo haga
se suma siempre a determinado numero. ¢ Cual es el numero y por qué siempre
se les debe sumar las probabilidades?

12.¢Cual es la regla de adicién de la probabilidad respecto a eventos mutuamente
excluyentes? 4 En lo relativo a eventos que no son mutuamente excluyentes?

13. Enuncie la diferencia entre permutacion y combinacion.

14. ¢ Cual es la funcion de las técnicas de conteo?

15. ¢ Qué relacion hay entre las técnicas de conteo y la probabilidad clasica?

16. Explique el principio de multiplicacion.

17.¢Qué ventaja tiene la regla de multiplicacion con respecto a un arbol de deci-
sion?

18. ¢ Qué es un factorial?

19. ¢ Como se utiliza el teorema de Bayes?

20.Defina la probabilidad a posteriori.

21.Defina la probabilidad a priori.

22.En forma matricial, ¢ cuales probabilidades son condicionales?

23.En forma matricial, ¢ por qué las probabilidades de las filas siempre suman 1.00?
¢ Deben las probabilidades de la columna también sumar 1.00? s Por qué?

24.; Qué significa el término “estados de la naturaleza™?

EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS

1. Explique por qué cada uno de los siguientes resultados son erroneos:

a. P(A)= —045 b. P(A4) = 1.30
c. P(A)= 060 y P(A')=0.60 d. P(A 6 B)=1.04

2. La probabilidad de que una pelicula cinematografica gane un premio por la mejor
actuacion es de 0.30, la probabilidad de obtener un premio en direccién es de
0.20 y la probabilidad de ser premiada en ambos casos es de 0.05.

a. ¢Cual es la probabilidad de que no obtenga premios?
b. ¢Cual es la probabilidad de que al menos gane un premio?

3. José le pidié una cita a una chica para ir al autocinema el sabado en la noche. El
considera que hay una probabilidad de 50: 50 de que la chica acepte. Piensa que
existe un 80% de probabilidades de que para esa fecha ya estuviera arreglado
su auto. Sin embargo, el autocinema ha establecido una politica bastante poco
imaginativa: cierra en caso de lluvia. El periddico local informa que la posibilidad
de que llueva en la noche del sabado es del 20%. Encuentre la probabilidad de



10.

11.

que llegue al autocinema llevando a la joven y su auto, y de que no llueva. 4, Cual
es la probabilidad de que salga con la chica, tenga listo el auto pero llueva?

Como parte de un concurso radiofénico, se le pide a un radioescucha que adivi-
ne un numero de tres digitos que se encuentra entre 000 y 999. Obtenga la
probabilidad de que adivine el numero utilizando:

a. El enfoque de definicion clasico.
b. La regla de multiplicacion en lo referente a los tres digitos.

Encuentre la probabilidad de adivinar los primeros dos digitos pero no el tercero
en el problema anterior.

A un grupo de congresistas se les pide que jerarquicen, siete propuestas en
términos del costo que representa para los causantes. Suponiendo que no se
permite darle a dos la misma jerarquia ¢cuantas ordenaciones diferentes son
posibles?

Ernesto Pérez, con base en los resultados anteriores, estima que su probabilidad
de obtener par en determinado recorrido de golf es de alrededor del 60% por ho-
yo. Determine la probabilidad de que tenga par en los primeros tres hoyos, pero
no en los siguientes dos. ¢ Le parece razonable la suposicion de independencia
de los resultados? ¢ Por qué?

Como el 10% de los alumnos de una enorme universidad tienen un 1Q que
sobrepasa los 145 puntos obtenga las probabilidades siguientes:

a. Si de una lista total de alumnos se selecciona a uno, su IQ excedera de
145.

b. Sise escogen cinco alumnos, ninguno tendra un |1Q superior a 145.

Arturo llega tarde a su trabajo el 25% de las veces. Suele olvidar su portafolio el
20% de las veces. Suponiendo que estos dos sucesos son independientes, en-
cuentre las siguientes probabilidades:

a. Que Arturo llegue tarde dos veces seguidas.
b. Que Arturo llegue tarde y sin portafolio.

c. Que Arturo llegue a tiempo y con portafolio.

d. Que Arturo llegue a tiempo pero sin portafolio.

¢De cuantas formas pueden cinco estudiantes escoger de una lista de 11 planes
escolares si:

a. dos alumnos no pueden tener el mismo plan?
b. los alumnos son libres de escoger los planes?

El director de seguridad publica estima que el 5% de los automéviles estaciona-
dos en el centro de la ciudad se quedan con las llaves en el encendido.



Considera que hay un 10% de probabilidades de que estos autos sean robados,
en oposicion.



