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Capitulo

ESTIMACION

En los capitulos anteriores se han estudiado las nociones fundamentales de distribu-
cion de probabilidad y distribucién muestral. Estamos ya en condiciones de tratar los
métodos de inferencia estadistica, los cuales comprenden los procedimientos para
estimar parametros de poblaciones y probar (contrastar) si una afirmacién provisional
sobre un parametro poblacional se ve apoyada o desaprobada ante la evidencia de
la muestra.

Hablando en general, hay dos tipos de inferencia: la deductiva y la inductiva.
Una inferencia deductiva es un juicio o generalizacidon que se basa en axiomas, premisas
o hipétesis, de las cuales se deriva una conclusién mediante un razonamiento o
proceso dialéctico a priori. Por ejemplo, si se supone que dos monedas estan perfec-
tamente equilibradas y que entonces la probabilidad de cada una de caer “cara” es
0.5 (premisa), la media o nimero esperado de “caras” en la jugada de las monedas
debe ser 1 (conclusién). Si las premisas son ciertas, las conclusiones no pueden ser
falsas.

Una inferencia inductiva, por otra parte, es un juicio o generalizacién derivado
de observaciones empiricas o experimentales; la conclusion se obtiene mediante un
razonamiento a posteriori. En el caso de la jugada de las monedas, por ejemplo, una
inferencia inductiva es una conclusién sobre el nimero promedio de “caras” con base
en los resuitados de una muestra de prueba. Si los resultados de las pruebas son
diferentes, la conclusiéon también sera diferente. No se requiere una suposicién a
priori sobre la naturaleza de las monedas. La inferencia estadistica es primordialmente
de naturaleza inductiva y llega a generalizaciones respecto de las caracteristicas de
una poblacién al valerse de observaciones empiricas de la muestra.

Es muy probable que una estadistica muestral sea diferente del parametro de
la poblacién y sélo por coincidencia seria el uno exactamente igual al otro. La diferencia
entre el valor de una estadistica muestral y el correspondiente parametro de la
poblacién se suele llamar error de estigtacion. Solo se sabria cual es el error si se
conociera el parametro poblacional, pgro éste por lo general se desconoce. La tnica
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manera de tener alguna certeza al respecto es hacer todas las observaciones posibles
del total de la poblacién en la mayoria de las aplicaciones practicas, lo cual, desde
luego, es imposible o impracticable.

Y en efecto, la razén de ser de la inferencia estadistica es la falta de conocimientos
acerca de las caracteristicas de la poblacion. Pero que tales caracteristicas se desco-
nozcan no impide el que se actie. Los hombres de ciencia, los empresarios, los
politicos, los militares y las personas de toda condicién deciden sobre las caracteris-
ticas de la poblacion, caracteristicas que a menudo se llaman “estados de la naturaleza”,
sin estar del todo ciertos de qué cosa son realmente. Lo que la mayoria hace, si bien
inconscientemente, es “jugar con ventajas” que estiman lo mejor que pueden. Por
ejemplo, todos conducen en las carreteras como si estuvieran completamente seguros
de que no pueden morir en accidentes puesto que se sienten muy seguros de que
las ventajas estan abrumadoramente a su favor. Las estadisticas de la mortalidad en
las carreteras son buenos indicadores de las posibilidades o probabilidades. A veces,
unas cuantas personas hacen mal en confiar en la probabilidad que tienen de no ser
victimas de accidentes de trafico. Pero esto se debe sobre todo a que tales accidentes
no ocurren con frecuencia, para que sigan conduciendo con confianza en las carreteras.

De forma parecida, las inferencias estadisticas se hacen por posibilidades o
probabilidades. De la media de una muestra se hacen inferencias sobre la media de
la poblacién. No se sabe exactamente cual es la diferencia entre estas dos medias,
ya que la ultima es desconocida en la mayoria de los casos. No obstante, si se sabe
que es mas bien poca la probabilidad de que esta diferencia sea mayor que, por
ejemplo, tres o aun dos errores estandares. A veces se yerra en actuar sobre esta
probabilidad, y ese es el precio que debe pagarse por no llevar a cabo la tarea, a
menudo imposible, de investigar toda la poblacién en cuestion.

Los problemas que se tratan en la inferencia estadistica se dividen generalmente
en dos clases: los problemas de estimacion y los de prueba de hipétesis. Como al
estimar un parametro poblacional desconocido se suele hacer una afirmacioén o juicio,
este altimo ofrece solamente una estimacién. Es un valor particular obtenido de
observaciones de la muestra. No hay que confundir este concepto con el de estimador,
que se refiere a la regla o método de estimar un parametro poblacional. Por ejemplo,
se dice que X es un estimador de u porque la media muestral proporciona un método
para estimar la media de la poblacién. Un estimador es por naturaleza una estadistica
y como tal tiene una distribucién. El procedimiento mediante el cual se llega a la
obtencién y se analizan los estimadores se llama estimacion estadistica, que a su vez
se divide en estimacién puntual y estimacion por intervalos. En este capitulo se van
a considerar ambas modalidades de estimacion; en el capitulo 9 se tratara lo relacio-
nado con pruebas de hipotesis estadisticas.

EX] ESTIMACION PUNTUAL

Si a partir de las observaciones de una muestra se calcula un solo valor como estimacion
de un parametro de la poblacién desconocido, el procedimiento se denomina estima-
cién puntual, ya que se utiliza como estimacién un solo punto del conjunto de todos
los posibles valores. Supongamos, por ejemplo, que se desee estimar u, la inteligencia
promedio de todos los estudiantes universitarios del pais. Sea X la variable aleatoria
que indica el 1Q de cada estudiante. Se toma una muestra aleatoria de n estudiantes
y se denota X el IQ medio de la muestra. Si al tomar una muestra de 100 estudiantes
se obtiene que el IQ promedio es 115 y este nimero se toma como un estimativo de
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w (10 de toda la poblacién universitaria del pais), entonces decimos que 115 es una
estimacién puntual de u. En general se tiene que:

Un estimador puntual T de un parametro 6 es cualquier estadistica que nos permita
a partir de los datos muestrales obtener valores aproximados del parametro 6. Para
indicar que T es un estimador del parametro @ escribimos § = T. Es decir, con una
escritura tal queremos decir que estamos empleando o vamos a emplear la expresion
o férmula dada mediante T para obtener valores proximos al valor del parametro 6.

Asi por ejemplo, si decimos que X es un estimador de la media poblacional u,
entonces escribimos i = X, y con ello queremos indicar que se va a tomar la media
aritmética de los datos como valor proximo a la media poblacional p.

Para comprender mejor el proceso de estimacion, es usual emplear una analogia
como el acto de hacer disparos al blanco. En este simil el revélver corresponde al
estimador; un impacto de la bala, una estimacion y el centro del blanco corresponde
al parametro. _

Ademas de tener X como estimador de la media poblacional use tienea S* =

n

E (X. — X)?/(n — 1)como estimador de la varianza o’ y a p (proporcién muestral)
i=1

como estimador de la proporcién poblacional w. Como ya se ha dicho antes, es muy
probable que haya error cuando un parametro es estimado, puesto que la muestra
no es mas que una parte de un conjunto mucho mas grande dentro de las observaciones
posibles. Por lo mismo es aventurado afirmar que el valor correspondiente a la pobla-
cién sea el mismo calculado por la muestra. Es cierto que si el numero de observaciones
al azar se hace suficientemente grande, éstas proporcionarian una media que casi
seria semejante al parametro; pero a menudo hay limitaciones de tiempo y de recursos
y hay que decidir al disponer de sélo unas cuantas observaciones. Para poder utilizar
la informacién que se tenga de la mejor forma posible, se necesita identificar las
estadisticas que sean "buenos” estimadores. Hay cuatro criterios que se suelen aplicar
para determinar si una estadistica es un buen estimador: Insesgamiento, eficiencia,
consistencia y suficiencia.

PROPIEDADES DE UN ESTIMADOR

Adicional a las propiedades que ya mencionamos para "un buen estimador”, existe
otra que en cierta forma comprende conjuntamente las propiedades de insesgamiento
y eficiencia. Se trata del error cuadrdtico medio.

Sea T un estimador del pardametro 6 (desconocido). El error cuadratico medio de T,
denotado ECM(T), se define como el valor esperado de (T — 6)°. Esto es,

ECM (T) = E[(T — 6)%] (8-1)

¢Cual es la informacion que nos proporciona el error cuadratico medio?
Comencemos sefalando el significado del valor esperado. Como ya fue explicado,
el valor esperado de una variable es el nimero al cual tiende el promedio de las
observaciones cuando repetimos el experimento indefinidamente y asi estaré relacio-
nado con los valores que se daran con mayor frecuencia (probabilidad}. Por tanto, al
tomar E [{T — 6)?] nos estamos refiriendo al promedio de los cuadrados de las
observaciones. Si éste es un nimero pequefio, debemos aceptar que hay una tendencia
para que los valores (T — 6)? sean pequefios, y asi lo serd también la diferencia
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(T — 6), lo que se traduce en que Ttiende a producir respuestas (numéricas) proximas
al parametro 6. Esto es muy bueno, puesto que de lo que se trata es de “determinar”
el valor de 6 (desconocido por nosotros) mediante la férmula T que si se la podemos
aplicar a los datos muestrales.

El "poder’ que tenga T para “producir’ valores préximos a § depende de dos
condiciones basicas. Una es la "fuerza” o intensidad con que tiende a dar esos valores
(insesgamiento) y la otra es la “fuerza” que tenga para no permitir que se aparte del
camino que lo conduce a @ (eficiencia). Estas dos condiciones matematicamente que-
dan establecidas y precisadas en el teorema siguiente:

Teorema 8.1 Si T es un estimador del pardmetro 8
=—>ECM(T) = E[X?] —[8 — E(D]? (8-2)

La demostracion de este teorema no presenta dificultad y es como sigue:

ECM(T) = E[(T — 6)*] = E[T®> — 20T + ¢] = E(T’) — EQ6T) + E(&’) =
= E(TY) — 20E(T) + E(6®) = E(T) — [E(N} + [E(D]* — 20E(T) + ¢ =
= (E(T) — [EDP) + (EDP? = 26E(T) + ) = T} + [6 — E(N]?

Luego, ECM(T) = VIT) + [0 — E(DP

De (8-2) se tiene que el error cuadratico medio de T sera pequeno en la medida
en que su varianza también sea pequena y lo mismo ocurra con [0 — E( T)]'z, es decir,
0 — E(T.

Un valor pequenio de V(T) significa que T presenta poca variabilidad; y § — E(T)
pequefo quiere decir que E(T) tiende al valor 8 a medida que el experimento se
repite, que por estar relacionado este hecho con los valores de mayor frecuencia,
indicaria que T tiende a dar valores préximos a 6.

La diferencia & — E(T) se llama sesgo del estimador.

Aunque el error cuadratico medio recoge dos ideas basicas que debe tener un
buen estimador, puede resultar impreciso para tomar decisiones en algunos casos.
En el ejercicio que desarrollaremos a continuacién podremos comprobar lo que aca-
bamos de comentar.

Sea X,, X,, ... , X, una muestra aleatoria proveniente de una poblacién de media

desconocida u y varianza o> = 81. Considere a T, = X y T,=3,X/(n + 1) como

i=1
estimadores de u, obtenga ECM(T,) y ECM(T,).
Utilizaremos el resultado del teorema 8.1 para obtener el error cuadratico medio
Para T, se tiene ECM(T,) = VT,) — [x — E(T)]

WT,) = VX =Lnl—, E(T,) = EX) = u, asi que ECM(T,) = ECM(X) = %2—+
o? 81
_ = L - 2
+ [ — ul o -
Para T, se tiene ECM(T,) = V(T,) + [p — E(Ty)]
1 1 g 1S 1
(1) [(n+1),§X’] (n+ 1) ;:21‘/( i) (n+1)2f:2102 (n+ 1)? (no)
n . 81n

(n+ 1?2 (n+1)?
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I
BT) = E n+1),2I ]_n+|)§ X ]_n+1)§." T T
ECM(T2)=—781n bp- —E o 81n +[—E—p =
(n+ 1) (n + 1) (n + 1) n+ 1
_ 8lIn u’ 8kn + p’
m 2 T mri? . Tmrp
8ln + u?

En resumen, ECM(T,) :_(1—1_:—1—)7

Supongamos que debemos escoger uno de los dos estimadores.
Como el tinico medio con que contamos para hacer la seleccién es el error cuadrético
medio entonces, si se tiene en cuenta lo que éste representa, debemos tomar el
estimador que tenga el menor error cuadratico medio. Por tanto, la solucién al problema
se encuentra en la respuesta del siguiente interrogante: ¢cual de los dos estimadores
tiene menor error?
Como en las dos expresiones se presenta el valor n, para precisar ideas, tomemos

= 9y se obtiene asi:
729 + u?

100

Como en la férmula ECM(T,) se incluye u, entonces ECM(T,) depende de u y tenemos
asi que si

— _ 729 + W 729 + 171 _ 900
p < VIT71 > ECMI(T,) o0 < = = - 9

yasi ECM(T,) < ECM({T,)y de esta forma debemos escoger T, como estimadorde p.

81
ECMIT) = —— = 9./ ECM(T,) =

729 + u? 729 + 171 %00 _ g

Por otra parte, si u > VI171== ECM(T,) = —— = — =0

y deberiamos escoger T,.

Este sencillo ejercicio nos pone de presente lo que ya habiamos senalado acerca
de lo que puede ocurrir con el error cuadrético medio. Observe que lo que pretende-
mos es contar con criterios que garanticen una buena seleccion del estimador, sin
importar el valor particular que tenga el parametro objeto de estudio.

Con el propésito de precisar esos criterios comenzaremos por considerar el error
cuadratico medio en sus partes y asi iniciamos el estudio de la diferencia§ — E(T).

Se dice que una estadistica T es un estimador insesgado de 6, si se cumple que
E[T] = 6 para cualquier valor de 6.

De acuerdo con lo anterior y al tener en cuenta que EX) = M, entonces Xes
un estimador insesgado de 7

n
ZX y al tener en cuenta que E(T,) = —DE _entonces
( + l)' 1 n + 1
T, no es un estimador insesgado de u. En este caso decimos que T, es un estimador
sesgado de p.

También podemos decir que un estimador insesgado es aquel que tiene un
sesgo igual a cero.

La proporcién muestral p también es un estimador insesgado de la proporcién
poblacional .

En cambio T, =
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(Es§2 = 2, (X, — X?/(n — 1) un estimador insesgado de la varianza pobla-
i=1
cional o??
Si S? fuera un estimador insesgado deberia cumplirse que E(S?) = ¢* Veamos siello
ocurre.

Recordemos que en la seccién 7.5 se estableci6 la identidad,
E(Xi - p? = E(X,- — X2+ n(X— w)* ==> al dividir ambos miembros por (n — 1)
i=1 i=1

DX - w? X X? o
. i=1 i=1 n(X— p,)
se tiene = + =—==> Al tomar el valor esperado
n—1 n—1 n—1

l n
a ambos miembros de la igualdad tenemos, T~ EE[(X,- — )= E[$1] + LI 1
n—

(n—1) /5
1
(no?)= E[S?] + — (o*/n) => LA
n—1 n—1 n—1 n—1

E(X - w]l=—=>

n—1 n—1
Los dos resultados anteriores quedan resumidos en el siguiente teorema:
Teorema 8.2 Sea X;, X,, ... , X, una muestra aleatoria de cierta distribucién de
media p y varianza o°. Entonces, ) T, = Xesun estimador insesgadode w, il T, = s?
es un estimador insesgado de o°.

Al tener presente el significado del valor esperado podemos explicarnos por
qué la propiedad del insesgamiento es una buena condicion para un estimador, ya
que por medio de esta condicion aseguramos que las estimaciones que hagamos
mediante dicho estimador se encuentran alrededor de, o que tienen como centro el
pardmetro en cuestion y establecemos asi la siguiente regla de procedimiento:

Regla 1. Sitiene un estimador T; y un estimador T, del parametro ¢ y uno de ellos
es insesgado, entonces escoja el insesgado.

En virtlnjd de esta regla y por lo ya visto entre los dos estimadores T, = X T, =
ni " ;,‘XZ propuestos para u, escogemos T, = X.

Volviendo al simil del revélver para un estimador, uno insesgado seria el caso
para el revélver cuyos disparos lograsen impactos alrededor del centro del blanco.
Sin embargo, también podria darse el caso de un revélver cuyos disparos hiciesen
impactos alrededor de un punto que no €s el centro del blanco; este seria el caso
de un estimador sesgado. En las figuras 8.1 y 8.2 se ilustra graficamente el caso de
un estimador insesgado (cuadro a la izquierda) y un estimador sesgado (cuadro a la
derecha).

También puede ocurrir que ambos revélveres hagan impactos alrededor del
centro del blanco, pero uno de ellos puede lograrimpactos mas concentrados alrededor
del centro del blanco que el otro. Véanse figuras 8.3 y 8.4

n
| En el suplemento VIl se demuestra que si se toma la varianza muestral como 21X,- — X)*n entonces

i=1

resulta un estimador sesgado. En el suplemento VIII se da una comprobacién numérica del resultado.
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Figura 8.3 Estimador concentrado. Figura 8.4 Estimador disperso.

Es claro que el revélver cuyo comportamiento se senala en el cuadro de la figura
8.3 seria preferible al de la figura 8.4. En esta consideracion radica la nocién de
eficiencia.

Dados dos estimadores T, y T, del parimetro 8, ambos insesgados, decimos que T,
es més eficiente que el estimador T, si la varianza de T, es menor que la varianza de
T,. Estoes, V (T)) < V (Ty).

La segunda regla de procedimiento que debemos tener presente es:

Regla 2. Si usted tiene dos estimadores T, y T, del parametro 6, ambos insesgados,
escoja el de menor varianza.

Las dos propiedades anteriores son las que podriamos llamar las de "primera
mano” en cuanto a las buenas propiedades del estimador. Adicional a éstas se toman
en cuenta otras caracteristicas de los estimadores, pero cuyo significado intuitivo es
mas difuso que las que hemos citado; nos referimos a las propiedades de consistencia
y suficiencia.

La consistencia se refiere al comportamiento de un estimador, particularmente
cuando es sesgado a medida que la muestra se va tomando de un tamafo mayor y
tenemos asi:

Sea T un estimador del pardmetro 6, decimos que T es un estimador consistente para
0, si se cumple que P[|[T — 0] < € ] — 1, cuando n — .

Con base en la anterior definicion, el estimador consistente es aquel para el
cual a medida que aumenta el tamafno de la muestra, la probabilidad de que se
acerque al parametro va siendo mayor.
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En general no es tarea facil demostrar que un estimador es consistente, puesto
que su demostracién incluye el calculo de un limite y esta tarea puede requerir de
fundamentos matematicos de alguna consideracion.

Como dltima caracteristica de los buenos estimadores tenemos la suficiencia.

Un estimador T del parémetro 6, se dice suficiente cuando es capaz de sustraer de
la muestra toda la informacién que ésta contenga acerca del parametro.

Una explicacién no sobra para precisar mejor la idea de suficiencia. Cuando se
registran ciertos datos numéricos, cada valor observado lleva en si parte de la media
y de la variabilidad de la poblacién de donde procede; pues bien, un estimador
suficiente para la media es aquel que tiene la capacidad de sustraer de esos nimeros
(datos) todo lo que éstos tengan acerca de la media de la poblacién de donde
provienen. En este orden de ideas, un estimador de la media que sélo tome para
promediar la primera y dltima observacion no seria un estimador suficiente. Sea
oportuna aqui la observacién segun la cual los estimadores de mayor uso como la
media muestral, la varianza muestral y la proporcién muestral son buenos estimadores.

Hasta ahora hemos presentado el concepto de estimador y reseniado las propie-
dades fundamentales para que un estimador sea considerado "bueno”. Pero es posible
que ya nos estemos haciendo la pregunta: (c6mo se obtiene un estimador? En realidad
se siguen varios métodos para obtener estimadores, unos mas adecuados que otros
en determinadas circunstancias. Los métodos mas comunes son el de méaxima vero-
similitud, método de los momentos muestrales y método de los minimos cuadrados.

En este texto explicaremos el método de la mdxima verosimilitud, ya que es el
procedimiento que proporciona por lo general buenos estimadores.

ESTIMACION DE MAXIMA VEROSIMILITUD

La estimacién de maxima verosimilitud consiste en considerar todos los valores posi-
bles del parametro de la poblacién y calcular la probabilidad de que se obtenga ese
estimador particular, dados todos los valores posibles del pardmetro. En el siguiente
ejercicio se explica el fundamento de tal método:

Suponga que desea conocer la proporcién de estudiantes de cierta universidad
que estan a favor de la propuesta de un cambio de sede de la universidad.

Suponga asimismo que se escogieron aleatoriamente 10 estudiantes y que 4 de
ellos respondieron "si”. Estoes,n = 10, x = 4, endonde, X = namero de estudian-
tes que respondieron "si” (del total de los 10).

Ahora vamos a determinar la probabilidad de obtener cuatro respuestas "si” de
acuerdo con la proporcién verdadera que puede darse en la poblacién universitaria
considerada. Para una mayor sencillez en el desarrollo del ejercicio, admitimos que
la poblacién estudiantil del caso es tan grande que la proporcién w de los que estan
a favor no se ve alterada si cada estudiante entrevistado queda descartado para una
posterior entrevista sobre la citada encuesta. Ademas, que cada uno de ellos en su
respuesta no influye ni esta influenciado por la de cualquier otro estudiante. De esta
manera, hemos creado las condiciones para considerar una distribucién binomial para
la variable que hemos definido y tenemos asi,

P[x=x]=(',?)w“(l—m'°“; X=012..,10
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Sitomamosx = 4=—>P [X = 4] = (140) (1 - w® =205 (1 - w°
Ahora calcularemos las probabilidades respectivas para distintos valores de .

Sim=01=>P[X = 4] = 210(0.1)*(09)° = 0.0112
Sim=02=>P[X = 4] = 210(0.2)*(0.8)° = 0.0881

Al continuar de esta manera obtenemos la tabla 8.1.

Tabla 8.1 P[X = 4] = 210%*(1 — m)° para distintos valores de .

Proporcién de poblacién Probabilidad
p P (X = 4)
0.0 0.0000
0.1 00112
0.2 0.0881
0.3 0.2001
04 0.2508
05 0.2051
0.6 0.1115
0.7 0.0368
08 0.0055
09 0.0001
1.0 0.0000

En la tabla podemos notar que la maxima probabilidad se da para ™ = 0.4 que
coincide precisamente con la proporcién muestral -740—= 0.4. Esto es, el valor de la

proporcién muestral hace maxima a la funcidn,
L (wm) = 2100"(1 — @)°

También puede decirse que es mas probable obtener una proporcién muestral
de 0.4 cuando la verdadera proporcién es de 0.4 que si tiene otro valor.

Naturalmente, la proporcion verdadera w puede ser distinta al valor muestral
obtenido. Es decir, cuando entrevistemos a los estudiantes puede ocurrir que sola-
mente tres respondan “si”; y al seguir la metodologia expuesta, el valor estimado
para T en ese caso seria = 0.3, aunque el verdadero sea 0.4. Pero este es el riesgo
al que nos vemos abocados al proceder por muestreo solamente y al no investigar
toda la poblacion. Mas adelante en este mismo capitulo indicaremos cémo puede
disminuirse la posibilidad de que tomemos decisiones erradas.

También es obvio que son posibles otros valores de w distintos a los que hemos
indicado en la tabla 8.1 y de esta manera seria mas preciso considerar la funcién
L (mw) como una funcién continua definida en el intervalo [0, 1]. Esta funcién la llama-
remos funcion de verosimilitud y formalmente queda definida como,

Lm = P[X = 4|w = p] = 210n* (1 — @)% 0sm =<1



Estimacion 193

De esta forma L (w) es la probabilidad condicional de X = 4 dadow = py
su grafica es como se senala en la figura 8.5.
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Figura 8.5 Funcion de verosimilitud L(w) = P [X = 4|w = p] para n = 10.

Aunque en la grafica podemos apreciar que el maximo se hallaen w = 0.4. Este
resultado se puede obtener al recurrir a la herramienta matematica conocida como
criterio de la derivada para obtencion de valores extremos que se estudia en los
cursos elementales de calculo. Al aplicar este procedimiento a la citada funcién de
verosimilitud, tenemos:

Segn el criterio de la primera derivada, L'(w) = 210 [4n® (1 — m)° — 6w'(l — m)°]
=0=>21072(1 — W’ [41 — w) — 6m] = 0=—>41 — 7w) — 6w = 0 =

4 — 4 — bW = 0:>4—|01T=0:>’1T=l—46=0.4.

Aplicamos el criterio de la segunda derivada y tenemos, L"(m) = 630wl — m)*
[4 — 24m + 30mw?] ==> L” (0.40) = 630(0.4)>(0.6)* [4 — 24(0.4) + 30(0.4)°]
= —10.45y asi en m = 0.4 ocurre un maximo como ya lo habiamos previsto.

Las ideas que hemos expuesto hasta aqui acerca de la estimacion de maxima
verosimilitud pueden ser formalizadas para adecuarlas mejor a una concepcion tedrica.
Es lo que nos proponemos desarrollar a continuacion.

Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad f(x; 6), determinada por
el parametro . Suponga que de la poblacion se extrae una muestra de tamano n que
proporciona los datos x;, X,, ... , X,. Con estos datos formamos el producto f(x;; 6)
f(xy; 6) ... f(x,; 0).Este producto se llama funcion de verosimilitud. Esto es, la funcion
de verosimilitud de una muestra esta dada por,

L(O) = flx; O flxy 0)... f(x,; 6)

Una estimacién de mdxima verosimilitud para el parametro 6, es aquel valor de 6
donde la funcién de verosimilitud asuma su maximo.
La expresion de 0 en términos de la muestra aleatoria X, X,, . . . , X, se llama estimador
de maxima verosimilitud de 6.

Dos ejemplos seran suficientes para que apreciemos el proceso para obtener
estimadores de maxima verosimilitud.
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El primero que analizaremos sera para el caso de una distribucién de Poisson.
Recordemos que se dice que una variable tiene distribucién de Poisson cuando su
funcién de densidad (valores de probabilidad) esta dada por,

e M A*

fo; A) = P[X=x]=—F7— i x=0123,

Para hacer una estimacién de maxima verosimilitud para A, comenzamos por
considerar que se tienen n observaciones x,, x,, . .. , X,. Con estas observaciones formamos
la funcién de verosimilitud,

4)\)\x, AR e Ay — Ay X,

LA = Flx; A) Flxos A) Flag A) ...l o) =S & A e AT e A

(Xl)! (Xz)! (X;)! (Xn)!

P 5 o
= .Esto es, la funcién de verosimilitud nos queda:
(X)) ) (xg) ! L (xp) !
_ e—nA AEX.
L) = (X)) () ! () ! (x) !

Ahora nos proponemos maximizar L(A). En la practica, la maximizacién de la
funcién de verosimilitud requiere de algunos célculos mas o menos complejos y por
ello lo usual es maximizar el logaritmo natural de la funcién de verosimilitud. Hecho
esto, tenemos,

gA) =Ln [LA] = —nA + (Sx) Ln(A) — Ln [(x)! (x)! ... (x,)!]
Al tomar la primera derivada de g(A) tenemos,
g'(A) = —n +£AXL = O:>M =0—>-—-nA + ZX’. = 0 =
2 2x; - .
A = — = x esel puntocritico
n
Al tomar la segunda derivada, obtenemos g"(A) = _—nzi“— que por ser x;, X, ... , X,

ndmeros enteros no negativos=—>g"(X) < 0.Y asi en A = xla funcién L (A) toma un
n

2

i=l1

= Xes el estimador de maxima verosimilitud de A.

maximo. Por tanto, A=
n

El segundo caso que tomamos en cuenta es el de una poblacién normal con
varianza conocida ¢ = 4.

La funcién de densidad en este caso esta dada por

_ 2
e (1/2) (x w4

f(x: ) =__l—
' (V2m) (2)

La funcién de verosimilitud esta dada por

- ] —(172)x — w4 1 —(1121x% — w24 ! —(1720x, — w4
LW =" VI o) © VIR
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1 —(1/2) S(x — w4 —(172) Sx — w4

I
= ——0ce = -
(211_)!122" (M) (211')”22" €
Al tomar logaritmo se recibe,
glp) = —(112) 2(x — w4 — (n/2) Ln(2w) — nLn(2)
Al derivar e igualar a cero se tiene, glu) = —(1/2) Six, — w(=2) =0 —>

E(X,- _,LL)=0:> EX,—EI-L=0:>

3x, — nu = 0 =>np = 2x,=>L[ = —25‘— = X esel punto critico.

Pasamos ahora a la segunda derivada, g’(p) = 2(—1) = —n, lo cual nos indica
que la segunda derivada es negativa y asi en ;i = X ocurre un maximo, y por tanto,
4 = X eselestimador de méaxima verosimilitud de la media de una poblacion normal.

A continuacién damos los estimadores de mayor uso en los estudios estadisticos.

Tabla 8.2 Estimadores de los pardmetros mas usuales.

n

2.

i=1

1. X= , la media muestral. Este estimador se emplea para estimar uy Y se
N escribe iy = X
2( Xi _)?)2
2. 62 =21 la varianza muestral. Este estimador se emplea para estimar
n—1 . A2 2
) d’x y se escribe 6° = S°.
2.0 - X2
3.5 = 2! , la desviacion estandar muestral. Este estimador se emplea para
n—1 estimar oy y se escribe 6x = S.
45 = No. de individuos que poseen la caracteristica . la proporcién muestral. Este

Total de individuos escogidos
estimador se emplea para estimar 7y se escribe it = P.

5. T = NX, el total poblacional. Este estimador se emplea para estimar el total pobla-
cional 7 y se escribe ¥ = NX.

6. T = NP, el total poblacional. Este estimador se emplea para estimar el total pobla-
cional 7 de individuos que poseen determinada caracteristicay se escribe 7 = Np.

Veamos algunos ejercicios.
1. De una poblacién se escogieron al azar 10 personas y se les tomo la estatura. Los
resultados fueron (en cm): x, = 160,x, = 170, x;3 = 170,x, = 150, x5 = 160, %, =
180, x; = 160, x5 = 170, x5 = 130, x;0 = 150
Estime u, y oy
De acuerdo con las férmulas 1 'y 3, fiy = X = 160,65 = S =14.
2. En cierta universidad se desea conocer la opinién de los estudiantes acerca de
ciertas medidas que han tomado las directivas. De 120 estudiantes consultados 90
estuvieron a favor. Estime la proporcion de estudiantes que estén a favor de las
medidas.
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Aplicamos la férmula 4, y tenemos asift = % = —i— = (.75. Esto es, hay una propor-

cién estimada de los que estan a favor del 75%.

3. Un conjunto residencial esta formado por 200 apartamentos. Una seleccion aleatoria
de 18 apartamentos condujo a que, en promedio, viven 4.5 personas por apartamento.
Estime el total de personas que viven en el conjunto residencial.

Como se trata de estimar un total, aplicamos la férmula 5 y tenemos 200 x 4.5 = 900.
Por tanto, se estima que en el conjunto residencial vivan 900 personas.

4. De un lote de 1,000 licuadoras se escogen aleatoriamente 30 y se encontré que
2 de ellas presentaban algin tipo de maltrato; ¢cuantas licuadoras se estima que pre-
senten algan tipo de maltrato?

En este caso aplicamos la férmula 6, y tenemos 1,000 X 2= 22X = 66.67.Se estima

30 30
entonces que se encuentran 67 licuadoras maltratadas.

EL ERROR ESTANDAR

Como es de suponer, un mismo estimador ofrece distintos valores para distintas
muestras del mismo tamano extraidas de la misma poblacién. Ante esta circunstancia
seria de mucha utilidad tener una medida de la variabilidad del estimador respecto
del parametro que se trata de estimar. Esta variabilidad se mide en términos de la
desviacién estandar del estimador, la cual recibe el nombre de error estandar.

El error estindar de un estimador T de un pardmetro 0 es la desviacion estandar del
estimador.
Asi por ejemplo, si tomamos X como estimador de u, entonces el error estandar
— o,
de Xesox = ——
De acuerdo con lo anterior, si 0, = 4 y se toma una muestra de tamano 25 entonces

el error estandar de X esta dado por oz = —;1—- = 0.8.

El valor absoluto de la diferencia entre una estimacién particular y el valor del
parametro se llama error de estimacion. Asi por ejemplo, si el valor de la media es
u = 4.8ylamediamuestral esX = 4.5, entonces el error de estimaciénes |45 — 4.8 |
= 0.3. En realidad por cada valor estimado del parametro se tiene un error de estima-
cién por lo general diferente. Sin embargo, es posible fijar un intervalo dentro del
cual se encontraran la mayoria de los valores de error de estimacion para un estimador
y parametro dados.

En la tabla que sigue se dan las férmulas de los errores de estimacion para
algunos estimadores. En esta tabla se encontraran también los estimadores para tales
errores; esto es debido a que por lo general los parametros que se incluyen en las
formulas de los errores de estimacién son desconocidos y hay que estimarlos.

Tabla 8.3 Errores estindares de algunos estimadores.

Parametro | Estimador Error estandar Estimador del error estandar
— o . S
1 X oy = ——v‘—; 6 = 5% e
_ _ all-m) . _ptl — Pl
w p % = = G5 = S5 = -
— No . NS
T NX ONX = — o ONK Snx = X ey
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Una agencia de encuesta selecciona 900 familias y calcula la proporcion de éstas
en cuanto hacen uso de cierto detergente. Si la proporcién estimada es de 7 = 0.35.

¢Cuél es el error estandar estimado?
Como no se conoce el verdadero valor de 7, debemos utilizar la proporcidn estimada

/" 10.35)(0.65)
y de acuerdo con la tabla 8.3, se tiene 65 = —50 = 0.01l6.

En un estudio de cierta caracteristica X de una poblacién se sabe que la desvia-
cién estandar es o, = 3. Si se va a escoger una muestra de tamano 100 de esta
poblacién para el estudio de la caracteristica, halle el error estandar de X.

En este caso es conocida la desviacion estandar de la poblacion, asi que aplicaremos

Ox
n

?00 = 0.3. Observe que en este caso damos el

valor verdadero del error estandar (no el estimado) de la media poblacional.

la férmula oy = y tenemos oy =

Se escogi6 al azar una muestra de diez clientes de un banco y se les pregunt6 el
namero de veces que habian utilizado el banco para llevar a cabo alguna transaccion
comercial. Los resultados fueron los siguientes: 0, 4,2, 3, 2,0, 3, 4, 1, |. Estime el error
estandar del nimero de transacciones promedio.

Para esta situacion no se conoce la desviacién estandar y por ello el error estandar

2 N . N 1.5
sera estimado por la férmula 65 = st y asi tenemos, 63 = 5= 047.

Ejercicios | 8.1

’ 1. Los siguientes datos corresponden a los pesos (en kilogramos) de 15 hombres escogidos al
azar y que laboran en una empresa: 72, 68, 63, 75, 84, 91, 66, 75, 86, 90, 62, 87, 77, 70, 69. Estime
el peso promedio y la desviacion estandar.

N

Entre los miembros de una comunidad se escogieron 150 personas al azar y se les pregunto si
estaban de acuerdo con los programas que el gobierno estaba desarrollando para prevenir el
consumo de drogas; la encuesta dio como resultado que 130 si estaban de acuerdo. Estime la
proporcién de los que estan de acuerdo y estime el error estandar.

3. De los 50 salones que tiene un edificio de una universidad se escogieron al azar 5 salones y
se determiné el nimero de estudiantes que habia en cada uno de ellos en la primera hora de
clases. Estime el nimero de estudiantes que se encuentran en el edificio si todos los salones se
hallan ocupados a esa hora, y si el nimero de estudiantes en cada uno de los salones inspec-
cionados fue: 24, 35, 16, 30, 28.

4. Conbase en los datos del problema | del presente ejercicio, estime el error del peso promedio.

‘ 5. Para los datos del problema 3 del presente ejercicio, estime el error del nimero total de
estudiantes.

EX] ESTIMACION POR INTERVALOS

En las anteriores secciones se traté el tema de la estimacion puntual. Ahora nos
proponemos considerar lo relativo a la estimacion por intervalos, la cual consiste en
determinar dos nimeros entre los cuales se halla el parametro estudiado con cierta
certeza.

El procedimiento para obtener un intervalo (de confianza) para un parametro, la
media p, por ejemplo, requiere de la determinacion de un estimador del parametro
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y de la distribucién del estimador. En la exposicién que vamos a hacer se trata de
obtener un intervalo de confianza para la media de una poblacién normal.

Se sabe que si x ~ N(u,, o2) entonces X ~ N(p.x,%). Vamos a determinar niime-
ros a y b tales que
Pla< X< b] = 095 (8-3)

Como ya lo hemos senalado, para determinar estos valores es necesario “estandarizar”
X. Al hacer esto, tenemos:

a-u X—py _ _b-p o, Vnla-p) Vb p) 1
Pl oINT oV ovr 1 =P X 4= o, I=

095==>Pla < X < b]=P

[Vnla-p) \/E(s—ux) 1= 095 (8-4)

X

para los cuales se

. P . Vila-w,) Valb-
En realidad hay infinitos pares de nimeros "‘ff ), "(U )

cumple la ecuacién (8-4). De esas infinitas posibilidades vamos a escoger el par de
numeros que se hallan situados simétricamente respecto de cero en la distribucién
normal. Asi que, basados en la tabla Il y al tener en cuenta que en el centro de la
curva debe quedar el 95% del area o lo que es lo mismo 2.5% en cada cola, llegamos

a que_\_/.-’_"(ar__EL.: —1.96, \_/-ﬂg__'l'_‘x'_: 1.96

A partir de estas ecuaciones obtenemos, a = u, . ffﬁyb = pu, + 196 \‘/’—7
que al volver a la expresién (8-3) nos queda

Plp, — 196 =< X<+ 196<%]=09 (8-5)

Ahora vamos a transformar la desigualdad que aparece en (8-5).

De u, — 1.96 = <X<;Lx+l96v—seobt1ene

<X -y < 196EF=>-X-196-% < —pu, < X + 196 V"%:>

X + l.96—\% > p, > X — 196 7=, que reordenado nos queda X

X + 196 = 8-6
\/— < \/—] 0.95 (8-6)

El intervalo [X 1 se llama intervalo (aleatorio) de confianza

\/— W

para py.

A partir de los datos muestrales podemos determinar el valor de X y obtenemos
asi un intervalo numérico. Note que en el intervalo que hemos hallado 1.96 es un
valor accidental en la medida en que ese valor aparece alli, puesto que se considerd al
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inicio una probabilidad de 0.95. Si hubiésemos tomado otro valor de probabilidad
apareceria el valor de la normal estandar correspondiente a tal probabilidad. Con
esto pretendemos indicar que un intervalo de confianza para un caso como el presente

tiene la forma [X — z<% X + z<2] . Expresioén esta que puede simplificarse me-

A A%

_La diferencia (X + z-2)— (X — z \‘;f,-,-) =2z

\2d

o,
—===, S§€
n

diante la escritura X ¥ z \".n_ N

llama longitud del intervalo. También es pertinente aclarar que la expresion dada en
(8-6) tiene sentido mientras X conserve su caracter de variable aleatoria, porque si X
es sustituida por un valor muestral para obtener un intervalo especifico como, por
ejemplo [150.2, 169.8], entonces seria incorrecto escribir P[1502 < u < 169.8] =
0.95, puesto que u representa un numero fijo y asi esta o no esta dentro del intervalo.
En seguida precisamos los conceptos contenidos en la anterior presentacion de un
intervalo de confianza y que son validos para cualquier intervalo de esta clase, tratese
de media, varianza, proporcion, diferencia de medias, cociente de varianzas o diferencia
de proporciones.

Un intervalo de confianza para un parametro ¢ es un intervalo construido alrededor
del estimador del parametro, de tal manera que podemos cifrar nuestra confianza de
que el verdadero valor del parametro quede incluido en dicho intervalo. Si los extremos
son aleatorios el intervalo se dice aleatorio. Cuando el estimador es reemplazado por
un nimero de acuerdo con los datos muestrales, el intervalo se dice numérico.

En caso de que el parametro sea u,, el intervalo se construye alrededor de X,
como puede apreciarse en lo que hemos expuesto antes.

El nivel de confianza de un intervalo es una probabilidad (expresada en porcentaje)
que representa nuestra seguridad de que el intervalo encierra el verdadero valor del
parametro 8. En el caso que hemos analizado, el nivel de confianza es del 95%.

En general el nivel de confianza se expresa en la forma 100(1 — «a)%. Para nuestro
caso (I — a) = 095y 100(I — a)% = 95%. El valor a representa la probabilidad
de que el parametro quede por fuera del intervalo, y que para el caso presentado es
de a = 0.05. En la figura 8.6 se muestra graficamente la situacién de un intervalo de
confianza del 95%.

25% 9% 25%

Figura 8.6 Intervalo de confianza del 95% para u, en poblacién normal.

Para cada nivel de confianza existe un valor de tabla (normal, t, ¥*, F) asociado
al nivel de confianza dado. Este valor se llama coeficiente de confiabilidad y se denota
2, _ o2 Parael casode unanormal; ty | _ o2 paraladistribucion t,” x* | _ a2 Xk, ar2)
para una ji cuadrado; F(; — 4/2. mn Fla2 ma) cuando se trata de la distribucion F.

Observe que si deseamos un intervalo con un nivel de confianza de 100(1 — )%,
en la tabla correspondiente debe buscarse un valor de variable para el cual el area
de la cola superior (también inferior) sea del 100(a/2)%. Esto se debe a que al tratarse
de un intervalo del 100(1 — a)% de confianza, entonces la porcién de area que no
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sera cubierta por el intervalo debe tener una medida de tamano « y se toma como
norma de procedimiento que este valor « se reparta en partes iguales entre las dos
colas. En la figura 8.7 se muestra graficamente la situacion de un intervalo de confianza

del 100(1 — a)% para la media en poblacién normal.
10001 — a)%
a b
Figura 8.7 Intervalo del 100(1 — )% de confianza para . en poblacién normal.
En el problema que hemos explicado, zy 975 = 1.96 es el coeficiente de confiabi-

lidad. Los tres conceptos basicos que encierra un intervalo quedan resumidos en la
expresion general para un intervalo de confianza.

Estimador + (coef. de conf.)(error estandar)

En el siguiente ejercicio se ilustra como se procede para hallar un intervalo de
confianza para la media.

Suponga que se utiliza una variable aleatoria X para designar el peso de un
pasajero de avién y que interesa conocer y, el peso promedio de todos los pasajeros.
Como hay limitaciones de tiempo y dinero para pesarlos a todos, se toma una muestra
de 36 pasajeros de la cual se obtiene una media muestral X = 160 libras. Suponga
ademas que la distribucién de los pasajeros tenga una distribucién normal con desvia-
cién estandar ¢ = 30. Halle el intervalo con un nivel de confianza del 95%.

1oz

De acuerdo con lo expuesto el intervalo esta dado por X F z, ,a,z,—\7"—n_—
X = 160, 2975 = 1.96, g, = 30,n = 36
Al reemplazar se tiene, 160 + (1.96)(30/6) = 160 * (1.96)(5) = 160 * 9.8

— El intervalo pedido es [150.2, 169.8]

Para los mismos datos del problema anterior halle un intervalo del 90% de confianza
para u

X = 160, zy95 = 1.645, g, = 30, n = 36

Al reemplazar se tiene 160 F (1.645)(30/6) = 160 + (1.645)(5) = 160 * 8.23

— El intervalo pedido es [151.78, 168.23]

Ahora calculemos un intervalo del 99%

X = 160, Zyg9s = 2.575, 0, = 30,n = 36

Al reemplazar se tiene 160 + (2.575)(30/6) = 160 * 12.875

— El intervalo pedido es [147.13, 172.88]

Estos tres intervalos para w, que hemos hallado para distintos niveles de con-
fianza nos ponen de presente que a medida que se aumenta el nivel de confianza la
longitud del intervalo también aumenta, como puede apreciarse en la figura 8.8.

Esta particularidad que hemos apreciado acerca de la longitud del intervalo
cuando se cambia el nivel de confianza no es propia de este problema, sino que es
una propiedad que siempre se da y tenemos asi:
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99%
95%
90%

14713 150.2 151.78 168.23 1698 172.88

Figura 8.8 Intervalos del 90, 95 y 99% de confianza para el peso promedio de los
pasajeros del avion.

Propiedad 1. Para un tamafio de muestra y una varianza dadas a medida que
aumenta el nivel de confianza también lo hace la longitud del intervalo
Esta propiedad no debe sorprendernos si tenemos en cuenta que la longitud L de

un intervalo de confianza esta dada por L = 2z 7%=

De la misma férmula para la longitud de un intervalo se puede observar que a
medida que n aumenta la longitud del intervalo disminuye y tenemos asi la propiedad
2 acerca de la longitud de un intervalo de confianza:

Propiedad 2. Para un nivel de confianza y una varianza dadas cuando el tamafno
de muestra aumenta la longitud del intervalo disminuye

Como se puede ver en la férmula de la longitud de un intervalo, ésta se encuentra
sujeta (supuesta la varianza fija) a la presencia de dos nimeros cuyas acciones se
contraponen en cuanto a la longitud; se trata del nivel de confianza (coeficiente de
confiabilidad) y del tamafno de la muestra. De otra parte, mientras mas pequena sea
la longitud del intervalo seran mas cercanos los valores que encierra al parametro
que se dice contener con cierta certeza; por ello se afirma que la longitud del intervalo

es una medida de la precision de la estimacion.
No sobra decir que para que un intervalo sea tomado en cuenta con algan interés,

el nivel de confianza debe ser alto y por ello los niveles de confianza que se consideren
para obtener intervalos de alguna utilidad son del 90% como minimo. Una explicacion
a esta consideracién que parece ser obvia la encontramos en las siguientes interpre-
taciones que se le dan a un intervalo de confianza para la media, pero que son validas
para otros parametros.

Suelen presentarse dos interpretaciones para un intervalc de confianza, para la
media en este caso. Una probabilistica y otra préctica.

Desde el punto de vista de la probabilidad se dice: "En el muestreo aleatorio simple
de una poblacién normal con media p, y varianza o*, conocida el 100(1 — a)% de

todos los intervalos de la forma X ¥ z TU—F incluird la media desconocida wu,".

A partir de esta interpretacion podemos decir que, para el problema de los
pesos de los pasajeros del avién, de 100 muestras de tamafo 36 que escojamos de
estos pasajeros 95 de ellas (aproximadamente) produciran intervalos que contendran
el verdadero peso promedio u,. O lo que es lo mismo, de 100 intervalos obtenidos
mediante la citada férmula 95 de ellos contendran el verdadero valor del parametro.
En este orden de ideas, ¢se considera usted tan desafortunado que si escoge uno de
estos intervalos no contenga éste el verdadero valor del parametro?

De la interpretacion probabilistica se desprende la practica que se establece asi: "Si
se realiza un muestreo aleatorio simple en una poblacion normal con media p, y
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varianza conocida o?,, se tiene el 100 (1 — a)% de confianza de que el intervalo particular

o L < . "
X ¥ z Vﬁn contendrd el verdadero valor del pardmetro desconocido "

Asi que podemos decir que tenemos una confianza o certeza del 95% de que el
verdadero peso promedio de los pasajeros del avién esta entre 150.2 y 169.8 libras;
0 que tenemos una certeza del 90% de que el verdadero peso promedio de los
pasajeros se encuentra entre 151.8 y 168.2 libras.

Intuitivamente, se dice que construir un intervalo de confianza es como enlazar
un novillo inmoévil. El parametro que se desea estimar corresponde al "novillo” y el
intervalo el "lazo” que el "vaquero” prepara. Cuando se extrae una muestra se construye
un intervalo para un parametro y se espera haberlo "enlazado”. El nivel de confianza
representa la posibilidad de “enlazarlo” o lo que es lo mismo de “cada 100 intentos,
ccuantos de ellos terminaran “enlazando” el novillo?”

La metodologia expuesta aqui para obtener un intervalo de confianza para la
media de poblaciones normales con varianza conocida es la misma en términos gene-
rales que se utiliza para obtener el intervalo de confianza de cualquier parametro. En
lo que sigue presentaremos la férmula para obtener el intervalo respectivo de acuerdo
con el parametro senalado y se acompanara de un ejercicio ilustrativo.

8.5.1 Intervalo de confianza para la media en poblaciones normales con varianza
conocida

Es un intervalo construido de tal forma que podemos fijar de antemario el grado de
certeza (confianza) de que el verdadero valor de la media u, quede incluido en él.
Este intervalo se calcula mediante la férmula simplificada.

-_— a'x
X F Zy - a2 Yo (8-7)

2, _ o;yy = valor de la variable normal estandar que determina una cola superior de
medida /2

Una muestra aleatoria de 36 cigarrillos de una marca determinada dio un conte-
nido promedio de nicotina de 3.0 miligramos. Suponga que el contenido de nicotina
de estos cigarrillos sigue una distribucién normal con una desviacién estandaro = 1.0
miligramo. a) Obtenga e interprete un intervalo de confianza del 95% para el verdadero
contenido promedio de nicotina en estos cigarrillos. b) El fabricante garantiza que el
contenido promedio de nicotina es de 2.9 miligramos, ¢qué puede decirse de acuerdo
con el intervalo hallado?
Sea u, = contenido promedio de nicotina.
Una vez que hemos precisado la férmula a emplear, pasamos a determinar los valores
de los elementos que la componen. En este caso,X = 3, z,975 = 1.96 (segtn la tabla
m, e, = 1,n= 36
Al reemplazar en (8-7) se tiene,

3 F (196) (-ﬁ) =37 (1.96)(—(1)—)= 3 F 033

— El intervalo pedido es [2.67, 3.33].

En cuanto a la interpretacion se da en estos términos: "tenemos una certeza del
95% de que el verdadero contenido promedio de nicotina se halla entre 2.67 y 3.33
miligramos”.
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— Para responder el literal b), debemos tener en cuenta que si tenemos una certeza
del 95% de que el verdadero valor del parametro se halla entre 2.67 y 3.33, y al
tener presente que 2.9 se halla entre este rango no podemos descartarlo como valor
posible del parametro.

En el mismo problema, supongamos que el fabricante garantiza que el promedio
de nicotina esta por debajo de 2.5 miligramos.
Si éste es el caso, tenemos que decir que de acuerdo con el intervalo hallado no se
da la evidencia de que el promedio esté por debajo de 2.5 miligramos, puesto que
corresponde a un valor que esta por fuera del intervalo y la probabilidad de que se
den valores de parametro por fuera del intervalo es del 5%, con lo cual le corresponde
a la regiéon en donde se dice que esta el parametro una probabilidad del 0.025 de
que ello ocurra. Esto es, hay una probabilidad de acuerdo con el intervalo hallado de
0.025 de que el verdadero valor del parametro se halle en la regién en donde est4 2.5.

8.5.2 Intervalo de confianza para la media en poblaciones normales con varianza
desconocida

Cuando este es el caso el intervalo estd dado por la férmula,

T — S
X ¥ tn-11 - w2 e (8-8)
endonde t, _ ,,, _ 45 = valorde la variable con distribucién t con (n — 1) grados

de libertad que deja una cola superior de medida «/2, S es la desviacién estandar
muestral.

Los siguientes son los registros de las mediciones del tiempo (en minutos) que
tardaron 15 operatios para familiarizarse con el manejo de una maquina moderna
recientemente adquirida por la empresa: 3.4, 2.8, 4.4, 2.5, 3.3, 4.0, 4.8, 2.9, 5.6, 5.2, 3.7,
3.0, 3.6, 2.8, 4.8. Suponga que los tiempos se distribuyen normalmente. a) Determine
e interprete un intervalo del 95% de confianza para el verdadero tiempo promedio,
b) el instructor considera que el tiempo promedio requerido por la poblacién de los
trabajadores que reciben instruccién sobre el manejo de esta maquina esta por encima
de los cinco minutos, ¢qué se puede decir de acuerdo con el intervalo hallado?
Como en la informacién no se da la varianza poblacional, utilizamos la férmula (8-8).
Calculamos la media y la desviacion estandar muestral: X = 38,5 = o,_, = 0971
El valor ¢4, 9975, |0 buscamos en la tabla IV y alli encontramos que es 2.145. Para la
biusqueda de este nimero en la citada tabla debemos tomar en cuenta que el valor
t buscado debe ser tal que deje una cola derecha de 2.5%.

Al reemplazar en la férmula IV tenemos:
0971

38 * (2.145 = 38 ¥ (0.
* | } VaL ¥ (0.54)

— El intervalo pedido es [3.26, 4.34]
— Estamos 95% seguros de que el verdadero tiempo promedio que requieren los
operarios para familiarizarse con la maquina esta entre 3.26 y 4.34 minutos;
— De acuerdo con el intervalo hallado, no parece ser correcta la apreciacion del
instructor, puesto que el promedio 5 minutos esta por fuera del intervalo hallado.
La formula (8-8) es particularmente empleada cuando se trata de poblaciones
normales con varianza desconocida y el tamafo de muestra es maximo de 30. Cuando
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se trata de muestras de tamano superior a 30 se puede emplear la férmula (8-7) de
acuerdo con el teorema del limite central.

8.5.3 Intervalo de confianza para la diferencia de medias en poblaciones normales
independientes

En esta situacién hay que distinguir dos casos: Cuando las varianzas de las poblaciones
involucradas son conocidas y cuando las varianzas de las dos poblaciones son desco-
nocidas, pero se suponen iguales. Cuando se trata de poblaciones con varianzas
conocidas emplearemos la férmula,

X = NFZ4 - any Vi e+ o?yiny (8-9)
para determinar un intervalo de confianza para la diferencia ux — py(eneste orden)

Nota. Usualmente la diferencia de los parametros se toma en el orden tal que la
diferencia muestral quede positiva.

Suponga que se desea medir la diferencia entre dos categorias de empleados
en la actividad de seguros. Una esta formada por personas con titulo superior y la
otra por personas que solo tienen estudios secundarios. Se toma una muestra de 45
empleados entre los primeros y la media de ventas resulta ser 32, en tanto que la
media de una muestra de 60 empleados con estudios secundarios solamente, es 25.
Suponga también que las ventas de los dos grupos se distribuyen normalmente con
varianzas respectivas de 48 para los titulados y 56 para los que sélo tienen estudios
secundarios. a) Calcule e interprete un intervalo del 90% de confianza para la verdadera
diferencia de las medias, b) de acuerdo con el intervalo hallado, ¢hay evidencia de
que las ventas medias de los grupos son iguales?

Definamos las variables, X = venta de un titulado, Y = venta de uno con sélo estu-
dios secundarios.

Los parametros a considerar son:

iy = venta promedio de los titulados, u, = venta promedio de los que tienen sélo
estudios secundarios.

Los valores muestrales promedios son respectivamente: x = 32; y = 25; asi que
construimos el intervalo por medio de la férmula (8-9).

Los datos para la aplicacién de esta formulason: X = 32,y = 25,0%, = 48,0%, = 56,
n, = 45, n, = 60, 2595 = 1.645

Alreemplazaren (8-9) setiene (32 — 25) F (1.645) V48/45 + 56/60 = 7 + (2.33)

— El intervalo pedido es [4.67, 9.33]
— Tenemos una certeza del 90% de que la verdadera diferencia promedio de ventas
se halla entre 4.67 y 9.33.

La condicién de que las ventas medias son iguales se traduce por la condicion
i, = pyoloqueeslomismo (u, — my) = 0,asi que para que la igualdad entre las
medias no pueda descartarse, el cero tiene que estar incluido en el intervalo. Como
en el presente caso esto no sucede, entonces no hay evidencia de una igualdad entre
las dos medias.

Se registraron los siguientes datos, en minutos, que tardan algunos hombres y
mujeres en realizar cierta actividad en una empresa, los cuales fueron seleccionados
aleatoriamente.
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Hombres Mujeres
n = 14 n, = 25
X =17 X =19
s =15 S, =18

Suponga que los tiempos para los dos grupos se distribuyen normalmente y que las
varianzas son iguales, aunque desconocidas. a) Calcule e interprete un intervalo de
confianza del 99% para la verdadera diferencia de medias. b) De acuerdo con el
intervalo hallado, ¢hay evidencia de que los dos tiempos promedios son iguales?
Como puede observarse en este caso, no hay conocimiento de las varianzas poblacio-
nales. Cuando esto ocurre, el intervalo para u, — uy se calcula mediante laférmula,

X =V F ty) - SV Un, + 1iny (8-10)

tai — oy = valor de la variable con distribucién t con k = n, + ny — 2 grados de

_ (n, — 1S + (ny — NS
n,+ n, —2

libertad que determina un area superior de medida a/2,52p

es la varianza ponderada.

Como se indicé para el caso anterior, la diferencia de los parametros se toma
de tal forma que la diferencia muestral sea positiva.
En el presente problema tomamos,
X = tiempo que tarda una mujer en realizar la actividad, Y = tiempo que tarda un
hombre en realizar la actividad. )

Los datos para la férmula (8-10) son: X = 19,y = 17, n, = 25,ny = 14, t37,0995) =
2.704 (de acuerdo con la tabla IV al aproximar a 40 grados de libertad).
24)(1.8) + (13)(1. .
La varianza ponderada esta dada por Szp = (2401 8) (£3)(1.5) = 627 _ 1.69
14 + 25 — 2 37
=S =13

Al reemplazar en (8-10) se tiene, (19 — 17) F (2.704)(13) VI/25 + /14 = 2 5 039

~ El intervalo pedido es [1.61, 2.39]

— Estamos 99% seguros de que la verdadera diferencia promedio de tiempo que
gastan dichos hombres y mujeres en realizar la actividad se encuentra entre 1.61 y
2.39 minutos.

Como el 0 no estd contenido en el intervalo, estos datos no evidencian una
igualdad entre las dos medias. La utilizaciéon de la férmula (8-10) requiere que las
varianzas de las dos poblaciones aunque desconocidas, sean iguales. Cuando las
varianzas son distintas la férmula (8-10) sufre una modificacién en cuanto a los grados
de libertad, pero este tema no se discutird en el presente texto.

8.5.4 Intervalo de confianza para la proporcién y diferencia de proporciones

En algunos casos lo que interesa es determinar una proporcion o diferencia de propor-
ciones. Como por ejemplo, la proporcién de personas que estan a favor de determinado
nuevo producto o si la proporcién de articulos defectuosos que produce la maquina
I es diferente a la proporcién de defectuosos que produce la maquina Il
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Cuando se trata de determinar un intervalo de confianza para una proporcion se aplica

la férmula, —
P~ le—a/Zl»\/ M (8-11)
n

Como la férmula (8-11) es una consecuencia del teorema del limite central, se
recomienda para su aplicacion tomar muestras de tamafno grande.

Una fabrica desea saber la proporcion de amas de casa que preferirian una aspira-
dora "Central”, dados la calidad y el precio. Se toma al azar una muestra de 100 amas de
casa; 20 dicen que les gustaria la maquina. Calcule e interprete un intervalo del 95%
de confianza para la verdadera proporcién de amas de casa que preferirian la citada
aspiradora.

- 20
Los datos para la aplicaciéon de la féormula (8-11) son p = —— = 0.2, Zg 975

100
= 1.96, V(0.2)(0.8)/100 = 0.04
Al reemplazar se tiene: 0.2 T (1.96)(0.04) = 0.2 F 0.0784

— El intervalo pedido es [0.122, 0.278]
— La verdadera propotcion de amas de casa que preferirian la aspiradora esta entre
122% y 27.8%

Se esta considerando cambiar el procedimiento de manufactura de partes. Se
toman muestras del procedimiento actual asi como del nuevo para determinar si este
tltimo resulta mejor. Si 75 de 1,000 articulos del procedimiento actual presentaron defectos
y lo mismo sucedié con 80 de 2,500 partes del nuevo, determine un intervalo de
confianza del 90% para la verdadera diferencia de proporciones de partes defectuosas.
Cuando se trata de intervalos de confianza para la diferencia de proporciones emplea-
mos la férmula

B - Bz wm \/5.(1—51» + BlI=p) (8-12)

n m,
en donde p, y p, son las proporciones muestrales de cada una de las caracteristicas

consideradas.
Seaw, = proporcién de articulos defectuosos producidos por el procedimiento actual

7, = proporcién de articulos defectuosos producidos por el procedimiento nuevo

= 0.075, B, = =2 _ _ o032, Zoos = 1.645

Pr = 2,500

1,000

Al reemplazar en (8-12) se tiene

_ + 0.075)(0.925) (0. .
(0.075 — 0.032) ¥ (1.645) \/7 10925) | (0.032)(0968) _ 143 = (0.0149)
1,000 2,500

— El intervalo pedido es [0.0281, 0.0579]
— Estamos 90% seguros de que la diferencia de proporciones esta entre 0.0281 y 0.0579
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8.5.5 Intervalo de confianza para varianza de poblaciones normales

Si $? es la varianza muestral de una muestra aleatoria de tamano n de una poblacién

normal, un intervalo de confianza de 100(1 — a)% para o? esta dado por
n — 1)S? (n — 1)§*
[+ ) .\ ] (8-13)
Xin — Lt — a2) X (n — La2)

Este intervalo es diferente a los estudiados anteriormente y puede expresarse asi:

(n — 1)S? (n — 1)8?

Pl—m—— < P <) = | —
X2(n— ;1 — a/2) X2(n4 I a/2)
en donde %, _ {,a2y = valorde la variable con distribucion ji cuadradocon (n — 1)
grados de libertad que determina un &rea inferior de medida a/2.
X%n - 1.1 — a2y = valorde la variable con distribucion ji cuadrado con {n — 1) grados

de libertad que determina un &rea superior de medida a/2.

Un fabricante de baterias para automévil asegura que las baterias que produce
duran en promedio 2 anos, con una desviacion estandar de 0.5 afios. Si 5 de estas
baterias tienen duracién 1.5, 2.5, 2.9, 3.2, 4.0 anos, determine un intervalo de confianza
del 95% para ¢° e indique si es valida la afirmacién del fabricante.

Como se trata de un intervalo de confianza para la varianza aplicamos la férmula (8-13)
n=5252= 0847, X4 oozs) = 0484419, X’(4 0975y = 11.1413 (de acuerdo con
la tabla IlI)

Al reemplazar se tiene:

[40847)  4(0847) | _
[1.1413 ' "0.484419

[0.3, 7.0] como el intervalo pedido.

Como el valor de varianza 0.25 esta por fuera del intervalo, lo afirmado por el
fabricante no esta garantizado por los datos muestrales.

8.5.6 Intervalo de confianza para el cociente de varianzas

Si 8% y %, son las varianzas muestrales de muestras independientes de tamanos n
X > X
y n, respectivamente de poblaciones normales, entonces un intervalo de confianza

de 100(1 — )% para 7 es,
o?y
s? s?
[[@a=%, b= (8-14)
2, Sz,
1
dondea = . b=F,_uan - 1n -
Fio ~ ain, = tiny = 1) = e/zay = e = 1)
donde F; - 4 /2., - 1.ny - n = valor de la distribucién Fcon (n, — I, ny — 1)
grados de libertad que determina un area superior de medida a/2
Fi - w2 ny — 1.0, — 1y = valor de la distribucién Fcon (ny — 1, n, — 1) grados de

libertad que determina un area superior de medida a/2
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X

o , : o .
Determine un intervalo del 90% de confianza para el cociente = al tomar las varia-
Y

bles definidas en el segundo ejercicio de la seccién 8.5.3.

En ese ejercicio se tuvieron valores de varianzas muestrales

1 1

s, =18 S, =15 a= = = 0.46

Flo.95; 13, 24 2.18

b = Fogs, 24,13 = 242

Al reemplazar en (8-14) se tiene:

[0.46

Ejercicios | 8.2

,1.

b

1.8

5

),2.42 (%)] = [0.552,2.904]eselintervalopedido

Una muestra aleatoria de 100 propietarios de automévil en la ciudad de Bogota indica que los
automéviles recorren anualmente un promedio de 25,000 kilémetros con una desviacién estandar
de 4,000 kilémetros. Calcule e interprete un intervalo de confianza del 95% para el verdadero
recorrido promedio anual.

. Se administra un test estandar a una numerosa clase de estudiantes. La puntuacion promedio

de 100 estudiantes escogidos al azar fue de 75 puntos. Suponga que las puntuaciones tienen
distribucién normal con varianza o = 2.500 y determine un intervalo de confianza del 95%
para la verdadera puntuacion promedio. Interprete el intervalo hallado.

. Sea X la vida dtil en millas de cierta llanta, al ser X de distribuciéon normal y con media

desconocida. Suponga que se tomd una muestra aleatoria de tamano 25 y se obtuvo una vida
promedio X = 30,000 millas y una desviacion estandar S = 4,000. Calcule e interprete un
intervalo de confianza del 95% para la verdadera vida promedio de estas llantas.

Con el proposito de estimar la proporcién de estudiantes regulares que asistiran a los cursos
intermedios, los profesores analizaron una muestra aleatoria de 200 estudiantes. Cuarenta y
cinco de éstos indicaron que asistirian. Construya e interprete un intervalo de confianza del
90% para la verdadera proporcion de los que asistiran a los cursos intermedios.

. Una muestra aleatoria de tamafio n, = 16 que se tomé de una poblacion con una desviacién

estandar o, = 5 tiene una mediaX, = 80. Una segunda muestra aleatoria de tamafion, = 25
tomada de una poblacién normal diferente con una desviacién estandar o, = 3, tiene media
X, = 75. Encuentre un intervalo de confianza del 95% para i, — M,.De acuerdo con el intervalo
hallado, ¢hay evidencia de que las dos medias son iguales?

. Los siguientes datos corresponden a los pesos de 15 hombres escogidos al azar: 72, 68, 63, 75,

84, 91, 66, 75, 86, 90, 62, 87, 77, 70, 69. Obtenga e interprete un intervalo de confianza del 95%
para el verdadero peso promedio.

. En una encuesta tomada entre estudiantes universitarios, 300 de 500 que viven en el recinto

universitario apoyan cierta proposicién, mientras que de los 100 estudiantes que viven fuera
del recinto universitario 64 la apoyan. Calcule e interprete un intervalo de confianza del 95%
para la verdadera diferencia de proporciones de los que apoyan la proposicion. De acuerdo
con el intervalo hallado, ¢qué se puede decir sobre la igualdad entre las proporciones?

. Se obtiene una muestra de 16 estudiantes con una media X = 68 y una varianza de S = 9

en un examen de estadistica. Suponga que las calificaciones tienen distribucion normal y
determine un intervalo del 98% de confianza para o
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El tiempo de recuperacion fue observado para pacientes asignados al azar y sometidos a dos
tipos distintos de procedimientos quirdrgicos. Los datos, en dias, son los siguientes:

Procedimiento | Procedimiento Il
n, = 21 n, = 23
X, =173 X, = 89
S? = 1.23 S, = 1.49

a) Calcule e interprete un intervalo del 90% de confianza para la verdadera diferencia entre
las medias
b} ¢Evidencian estos datos una igualdad entre las medias?

Obtenga un intervalo del 95% de confianza para el cociente de las varianzas del problema 9.

Durante un periodo de 15 dias se tomaron los tiempos gastados por dos estudiantes para
transportarse de sus casas a la universidad. Las medias y varianzas fueron:

X, = 40.33 X, = 4254
&% = 153 s, = 296

a) Calcule e interprete un intervalo de confianza del 95% para la diferencia de medias

b) De acuerdo con el intervalo hallado, (qué puede decirse de la igualdad de las medias?

¢) Calcule e interprete un intervalo del 90% de confianza para el verdadero cociente de varianzas

d} De acuerdo con el intervalo hallado, ¢qué puede decirse de la igualdad entre las varianzas
poblacionales?

Una muestra de 12 alumnas graduadas de una escuela de comercio mecanografié un promedio
de 75.8 palabras por minuto con una desviacién estandar de 7.5 palabras por minuto. Si se
supone una distribucién normal para la cantidad de palabras mecanografiadas, encuentre un
intervalo de confianza del 99% para el nimero promedio de palabras para todas las graduadas
en esta escuela.

Para los datos del problema 12, obtenga e interprete un intervalo de confianza del 95% para
la varianza o°.

Una méquina produce arandelas. Se toma una muestra de 9 piezas y se les mide el diametro
interior, los resultados fueron: 0.99, 0.95, 1.01, 1.03, 0.97, 0.96, 0.97, 0.99, 1.0 cm. Encuentre e
interprete un intervalo del 95% de confianza para el didmetro promedio.

Para los datos del problema 14 del presente ejercicio calcule e interprete un intervalo de
confianza del 95% para la verdadera varianza.

Se selecciona una muestra aleatoria de 250 fumadores de cigarrillo y se encuentra que 75
prefieren la marca A. Encuentre e interprete un intervalo del 99% de confianza para la verdadera
proporcién. Si el fabricante de estos cigarrillos asegura que el 40% de los fumadores prefiere
la marca A, ¢qué puede decirse segtn el intervalo hallado?

Suponga que se alimentan dos grupos de gallinas compuestos por 100 gallinas cada uno y que
todos los factores, excepto los alimentos, son iguales para los dos grupos. La mortalidad para
cada grupo fue la siguiente:

Gallinas Alimento A Alimento B
n 100 100
Namero de muertes 20 15

Construya un intervalo de confianza del 98% para la verdadera diferencia entre las proporciones

de las que mueren. ¢Evidencian estos datos una igualdad entre las dos proporciones?
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18. Una compaiiia tiene dos departamentos que producen el mismo producto. Se tiene la sensacién
de que las producciones por hora son diferentes en los dos departamentos. Al tomar una muestra
aleatoria de horas de produccion en cada departamento se obtuvieron los datos siguientes:

Departamento | Departamento Il

Tamano de muestra n = 64 n, = 49
Media muestral X, = 100unid. X, = 90unid.

Se sabe que las varianzas de las producciones por hora son o, = 256, *, = 196 para los
dos departamentos respectivamente. Obtenga e interprete un intervalo del 95% para la verda-
dera diferencia de la produccién media. ;Qué puede decirse de la sospecha que existe acerca
. de la diferencia entre la produccién promedio?

X3 TAMANO DE LA MUESTRA PARA ESTIMAR MEDIAS Y
PROPORCIONES

El tamano de la muestra que debemos escoger para hacer una estimacion del parame-

tro con las caracteristicas especificadas (de nivel de confianza y error de estimacion)

es un problema que tarde o temprano tenemos que resolver. La determinacion del
tamano de la muestra es de importancia entre otras cosas porque:

I. Si se toma una muestra mas grande de la indicada para alcanzar los resultados
presupuestados, constituye un desperdicio de recursos (tiempo, dinero, etc.); mien-
tras que una muestra demasiado pequena conduce a menudo a resultados poco
confiables.

2. Cuando elegimos una muestra de tamafio n sélo revisamos una fraccién o parte de
la poblacion y con base en ella tomamos decisiones que afectan a toda la poblacion.
Es evidente que por este procedimiento se abre la posibilidad de que nos equivo-
quemos en nuestras decisiones, pero esta posibilidad depende en gran medida
del tamafo de muestra o fracciéon de poblacién que se haya escogido y por tanto
analizado.

El tamafio que debe tener la muestra cuando estimamos media o proporcion
depende del nivel de confianza propuesto para el intervalo, asi como del méaximo
error que estemos dispuestos a admitir entre el valor estimado y el valor real del
parametro que, como ya se dijo antes, corresponde al error de estimacién.

A continuacion indicamos cémo se determinaria el tamano de la muestra a partir
de la consideracion del nivel de confianza y del error de estimacién cuando hacemos
muestreo con repeticién o en poblaciones infinitas.

Supongamos que hemos fijado en d el error de estimacion (precision) y el nivel
de confianza en 100(1 — «/2) para la estimacion de la media u, de una poblacién
normal con varianza desconocida, con estos datos formamos la ecuacién,

d=2zy - anm I (8-15)

vn
s
De la ecuacion (8-15) se tiene d? = 22 %:>nd2 = 2o =>n =7(8-16)
La ecuacién (8-16) nos da la férmula para obtener el tamafo de la muestra cuando

tratamos de estimar un intervalo de confianza para la media con error de estimacion
y nivel de confianza dados.
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De la ecuacién (8-16) se desprende de manera clara que el tamano de la muestra

depende de dos elementos basicos (supuesta dada la varianza) que hay que sopesar

cuando se va a tomar una decision al respecto; se trata del nivel de confianza y del

error de estimacion y tenemos asi:

1. El tamaho de la muestra aumenta a medida que aumenta el nivel de confianza
para un error de estimacion y una varianza dados.

2. El tamahno de la muestra aumenta a medida que disminuye el error de estimacion
para un nivel de confianza y varianza dados.

Un ingeniero trata de ajustar una maquina de refrescos de tal forma que el promedio
del liquido dispensado se encuentre dentro de cierto rango. Sabe que la cantidad
de liquido vertida por la maquina sigue una distribuciéon normal con desviacion estan-
dar o = 0.15 decilitros. También desea que el valor estimado que vaya a obtener de
la media comparado con el verdadero no sea superior a 0.2 decilitros con una confianza
del 95%. ¢ De qué tamano debe escoger la muestra, esto es, cuantas mediciones debe
realizar para que se cumpla el plan propuesto?

Para aplicar (8-16), debemos determinar los elementos que la conforman; estos son:

z=196,d = 0.02, 0 = 0.15. Al reemplazar se tiene, n = %ﬁﬁ = 2169. Asi que

seria necesario la escogencia de una muestra de tamano n = 217.

La férmula que hemos presentado mediante la ecuacién (8-16) es aplicable cuando
el muestreo es con repeticion o cuando se hace en poblacién infinita. Si la poblacién
es finita y el tamano de ésta debe ser tenido en cuenta, el tamafno de la muestra esta
dado por la ecuacién (8-17),

n = NZ " (8-17)
N - 1) + 227 )

Para efectos de una planeacion econémica en cierta zona del pais, es necesario
estimar entre 10,000 establos lecheros, el nimero de vacas lecheras por establo con
un error de estimacion de 4y un nivel de confianza del 95%. Si se sabe que o* = 1,000.
¢Cuantos establos deben visitarse para satisfacer estos requerimientos?

Aplicamos (8-17) y para ello determinamos los elementos que la constituyen.

N = 10,000,z = 1.96, 0 = 1,000, d = 4. Al reemplazar se tiene

_ 10,000(1.96)2(1,000) _ . _ .
N = 5 ooeiie) + (19610000 = 2345==> n = 235eselnumerode establosque deben

escogerse para el estudio.

Si omitimos el tamano de la poblacién, caso en el cual volveriamos a la ecuacién
(8-16}, entonces el tamano de la muestra seria

—{1.96)% {1,000}
= T = 240

En la practica la férmula (8-17) se emplea cuando el tamafio n de muestra presu-

puestado comparado con el tamano N de la poblacién es tal que % > 0.05

Como puede observarse en cualquiera de las dos ecuaciones (8-16) o (8-17), en
ellas aparece el valor de la varianza; esto quiere decir que para poderlas aplicar es
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necesario conocer dicho valor. Sin embargo, lo mas frecuente es que sea desconocido;
cuando esto sucede, la varianza es estimada por cualquiera de los medios siguientes:
I. Se toma una muestra preliminar llamada muestra piloto y la varianza se estima

E(Xi — X)2. Este valor estimado

i=l1

mediante el conocido estimador §* = n—l-l—
se toma como valor de varianza y se reemplaza en la férmula (8-16) o (8-17), segun
el caso, para estimar el tamafio de muestra posterior que ha de tomarse. En el caso
de que el tamano de la muestra piloto sea inferior a 30 se recomienda emplear el
valor t en lugar del valor normal.

2. Se utilizan estimaciones previas que se hayan hecho acerca de la varianza en
estudios anteriores.

3. Si existe evidencia de que la poblacion estudiada tiene distribucién normal, estimar

. A . .
o mediante la férmula de aproximacion o =7, siendo A la amplitud o rango de

la poblacién. Este método requiere del conocimiento del valor maximo y minimo
de la varianza investigada.

Una maquina llena cajas con cierto cereal. El supervisor desea conocer con un error
de estimacion de maximo 0.1 y un nivel de confianza del 90%, una media estimada
del peso. Como la vatianza era desconocida se procedi6 a escoger una muestra piloto
para estimarla. Los resultados fueron los siguientes: 11.02, 11.14, 10.78, 11.59, 11.58,
11.19, 11.71, 11.27, 10.93, 10.94. ¢(Cuantas cajas debe escoger para que se cumplan los
requisitos propuestos?

Como el tamafio de la poblacién es desconocido y la muestra piloto es de un tamafo
£s?

inferior a 30, utilizaremos la férmula n = 7

Al hacer los calculos se tiene X = 1122, 8% = 0.1, tig005 = 1.8331. Al reemplazar
tenemos,

2
n = %:@ﬂ = 33.6. Esto es, debe escoger 34 cajas.

Un transportador esta interesado en conocer con un error de estimacion de 0.02
y con un nivel de confianza del 99%, el peso promedio de una determinada clase de
pescado que debe transportar. Experiencias pasadas le permiten suponer que el peso
minimo es de 1.48 libras y la maxima es de 2.47 libras por pescado. ¢De qué tamano
debe escoger la muestra? Suponga que los pesos de estos pescados se distribuyen
normalmente.
Como el tamafio de la poblacién es desconocido, lo mismo que la varianza, utilizamos

247 — 148

la férmula (8-16) previa estimacién de o como =———== 0.2475. Al reemplazar en
la citada férmula se tiene,
n = M = 1,015 como tamano de muestra indicado.

(0.02)

No se sorprenda por este valor si le parece alto. Tenga en cuenta el alto nivel
de confianza y el bajo error de estimacion.

En algunos casos el pardmetro de interés se centra en la proporcién poblacional.
Por tanto, en estas circunstancias requerimos de la determinacién del tamano de la
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muestra para proporciones. Cuando este es el caso, el tamafo de muestra esta dado
por:

Zp(l = p) (8-18)

&
en donde p corresponde a la proporcion estimada, d al error de estimacion, y la
poblacién se considera infinita.

Se esta planeando una encuesta con el fin de determinar la proporcién de familias
que carecen de medios econémicos para atender los problemas de salud. Existe la
impresién de que esta proporcion esta proxima a 0.35. Se desea determinar un intervalo
de confianza del 95% con un error de estimacion de 0.05. ;De qué tamaio debe
tomarse la muestra?

En este caso tomamos p = 0.35 (que es un valor estimado para ), z = 1.96. Al
2
reemplazar en (8-18) se tiene n = %:’m = 350. Por tanto, el tamano de

muestra indicado es n = 350 familias.

Cuando no se da estimacién alguna para m, el calculo de la muestra se hace
mediante la férmula (8-18) tomando p = 0.5. Esto arroja por lo general una muestra
mucho mayor de la indicada, pero es el precio que debemos pagar por no tener mayor
informacién sobre el caso.

Un productor de semillas desea saber, con un error de estimacién de 1% el
porcentaje de las semillas que germinan en la granja de su principal competidor.
¢Qué tamano de muestra debe tomarse para obtener un nivel de confianza del 95%.
Como no tenemos ninguna estimacién de la proporcién tomamos p = 0.5 y al reem-

2
plazar en (8-18) se obtiene, n 2216(%@: 9,604. Asi que debe escoger 9,604 se-
millas para probar.
Si el tamafio de la poblacién debe ser tenido en cuenta el tamafio de muestra esta
dado por
NZp(l — P

= — — 8-19

(N — )d® +22p(1 — p) (8-19)

El decano de una facultad desea realizar una encuesta para determinar la propor-
cién de estudiantes que esta a favor del cambio de sede. Ya que entrevistar N = 2,000
estudiantes en un lapso razonable es casi imposible, determine el tamafno de muestra
(nimero de estudiantes a entrevistar) necesario para estimar la proporcién de estu-
diantes que estan a favor, con un error de estimacién de 0.05 y un nivel de confianza
del 95%.

De nuevo observe que no tenemos informacion sobre algiin estimador de la proporcion.

n

2
Al aplicar la férmula (8-19) se tiene, n = 2000 f’?ﬁ%‘_g;?)io'(s:"g:’!'osmﬂ = 322. Por tanto,
debe entrevistar a 322 estudiantes.

Ejercicios | 8.3 I

1. Suponga que las estaturas de los hombres tienen distribucion normal con desviacion estandar
de 2.5 pulgadas. ¢ De qué tamano se debe tomar la muestra si se desea determinar un intervalo
de confianza del 95% para la media con un error de estimacion 0.5?

2. Un quimico ha preparado un producto disefiado para matar el 80% de un tipo particular de
insectos; ¢de qué tamano debe escoger la muestra para estimar la verdadera proporcion si se
requiere un intervalo del 95% y un error de estimacion del 2%?
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w

b

i
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El rector de una universidad particular desea estimar el costo promedio de un afio de estudios
con un error de estimacion menor de $20,000 y con una probabilidad de 0.95. Suponga que el
administrador sélo sabe que el costo varia entre $20,000 y $30,000. ¢ Cuéntos estudiantes debe
seleccionar?

Un técnico desea determinar el tiempo promedio que los operarios tardan en preparar sus
equipos. (Qué tamafio debe tener la muestra si se necesita una confianza del 95% de que su
media muestral estarad dentro de 15 segundos del promedio real? Suponga que por estudios
anteriores se sabe que o = 45 segundos.

Se desea estimar el peso promedio de un lote de 500 naranjas. Para ello se va a escoger
aleatoriamente cierto numero de naranjas. Se desea que el error de estimacién sea maximo
de 2 onzas con un nivel de confianza del 90%. ;Cuantas naranjas deben seleccionarse? Suponga
que o = 5.

Se desea estimar la proporcién de estudiantes que estan a favor de la legalizacion de las drogas
prohibidas. El error de estimacion se requiere del 1% y un nivel de confianza del 99%. ;Cuantos
estudiantes deben incluirse en la muestra?

Se desea estimar la fuerza promedio requerida para levantar un nifio de seis anos. Como no
se tenia informacion sobre la varianza de esta poblacién se procedié a tomar una muestra
piloto para estimarla; los resultados fueron los siguientes: 2.24, 2.26, 2.47, 156, 1.72, 1.48, 2.40,
203, 1.72, 2.10, 1.74, 1.55. Si se desea estimar un intervalo del 95% de confianza con un error
de estimacién de 0.1. ¢De qué tamafio se debe escoger la muestra?

El jefe de personal de una empresa desea realizar una encuesta para determinar la proporcion
de trabajadores que esta a favor de un cambio en el horario de trabajo. Como es imposible
consultara los N = 500 trabajadores en un lapso razonable, procede a escoger aleatoriamente
cierto nimero de trabajadores para entrevistarlos; determine el numero de trabajadores que
debe entrevistarse si desea que la proporcién estimada presente un error maximo del 5% y un
nivel de confianza del 95%.





