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Capitulo

DISTRIBUCION
MUESTRAL

INTRODUCCION

Como es de esperarse, a partir de una misma poblacion se pueden
tomar muchas muestras diferentes del mismo tamarno.

El desarrollo del ejercicio que sigue nos indicara cdmo se obtie-
nen los valores muestrales de una variable (la media muestral en este
caso) de acuerdo con los datos particulares observados. Ademas, nos
ensehara como se obtienen los valores de probabilidad para cada
uno de los valores muestrales, con lo cual se llega asi a lo que se
conoce como distribucion muestral.

Suponga que la variable aleatoria X toma cualquiera de los cuatro
valores 2, 4, 6, 8. Estos cuatro nameros se pueden utilizar para simular
una poblacién infinita si se toman muestras ordenadas con repeticion.

Suponga ademas que se toman de esta poblacién muestras de
tamano 2. Se puede escribir los nameros 2, 4, 6 y 8 en cuatro bolas
y valerse del procedimiento de la bolsa para la seleccién de las
muestras. Una muestra puede consistir en los nimeros 2y 8, y otra
puede estar formada por los nimeros 8 y 6, 0 6 y 2 o alguna otra
combinacién. Es de gran importancia conocer todas las muestras dife-
rentes que podrian resultar del experimento.

En total existen 16 muestras posibles que se pueden seleccionar
de esta poblacién. La tabla 7.1 arroja todas las 16 muestras y en ella
X, designa el nimero de la primera bola que se saca, X, el nimero
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de la segunda bola. Si bien podria obtenerse hipotéticamente un
namero infinito de muestras, solamente podrian resultar [6 muestras po-
sibles diferentes. Es claro que si se toman miles de tales muestras,
muchas de ellas serian idénticas.

En la tabla 7.1 también se da la media aritmética de cada muestra.
La media muestral X toma cuafquiera de los valores del conjunto de
siete valores 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Estos se designan con X; son todos los
valores posibles que puede tomar X. De las 16 muestras posibles,
una tiene media 2; dos tienen media 3; tres media 4; cuatro media
5; tres media 6; dos media 7 y una media 8.

Tabla 7.1 Diferentes muestras posibles de tamano 2 de X distribuidas uni-
formemente sobre {2,4,6,8}.

Muestra X, X, MediamuestralX
1 2 2 2
2 2 4 3
3 2 6 4
4 2 8 5
5 4 2 3
6 4 4 4
7 4 6 5
8 4 8 6
9 6 2 4

10 6 4 5
11 6 6 6
12 6 8 7
13 8 2 5
14 8 4 6
15 8 6 7
16 8 8 8

A partir de la tabla 7.1 obtenemos la tabla 7.2 en donde aparecen
los valores de X junto a sus respectivas probabilidades; esto es, la distri-

bucién de X. Para la obtencién de estas probabilidades, se debe tener
presente que al efectuarse un muestreo sin repeticion cada elemento

de la muestra tiene una probabilidad de % de ser escogido y asi,

cada muestra de tamafo dos tiene probabilidad de (Ti_) (-i—) =L

de darse. 16
De acuerdo con la tabla 7.2, la probabilidad de obtener una

. 1 . . :
media muestral 2 es X la de 3 es 12_6 , ¥ asi sucesivamente. Pero
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Tabla 7.2 Distribucion de la media muestral X con tamario de muestra 2.

Media muestral Numerode Probabilidad

X muestras P(x)
1
2 1 &
2
3 2 16
3
4 3 6
4
5 4 6
3
6 3 6
7 2 =
8 ! —
Total 16 1.0

Fuente: Tabla 7.1

esto no quiere decir que de 1,600 muestras que se tomen, 100 tengan
media 2 y 200 muestras tengan media 3, etc. Ni tampoco que de 16
millones de muestras se conseguiria exactamente un millén con media
1 y dos millones con media 3. Sin embargo, si se toman 16,000 millones
de muestras, el numero de ellas con media | se acercara a 1,000

. . . . 1 .
millones o sea que la razén sera aproximadamente 5 Es decir, que

la distribucién de probabilidades es la de frecuencia relativa tedrica
y sélo se la puede aproximar mediante un numero infinitamente
grande de pruebas. (No hay para qué decir que la distribucién de
probabilidades aqui indicada es una ilustracion de una distribucién
tedrica. En la practica jamas se toman tantas muestras, sino una espe-
cial, la cual es una parte de la distribucién. Con base en la muestra
se hacen inferencias acerca de las caracteristicas de la distribucién).

La distribucién muestral de la media que se indica en la tabla
7.2 se representa graficamente en la figura 7.1.

Plx)
4/16 .
3/16 . .
2116 . .

1716
1 1 i i |

> 7
0 4 6 8 10

Figura 7.1 Distribucion de probabilidad de la media muestral de la
tabla 7.2.

El construir la distribucion de la media muestral con enumeracion
de todas las diferentes muestras posibles, es naturalmente un proce-
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dimiento inefectivo y a veces hasta imposible. Es inefectivo, puesto
que habrian de enumerarse demasiadas muestras diferentes cuando
la variable aleatoria tiene un espacio muestral grande.

Por ejemplo, si el tamafio de las muestras es 10 y se toman de

una poblacién de sélo 100 elementos distintos, habria ( 110(? =

17,310,309,456,440 muestras diferentes no ordenadas. Es imposible,
puesto que habria un ndmero infinito de muestras diferentes si la
variable aleatoria tiene un espacio muestral infinito. Es por tanto mas
conveniente obtener la distribuciéon de una estadistica muestral tal
como la media, en funcién de las probabilidades teéricas de todos
los resultados muestrales posibles cuando se hacen suposiciones so-
bre la poblacién.

Por consiguiente, aun cuando se pueda construir una distribucion
de frecuencias relativa empirica de una estadistica muestral al tomar
un gran namero de muestras de igual tamano de la misma poblacién
y luego distribuirlas de acuerdo con los resultados muestrales efecti-
vos, es mas corriente establecer la distribucion de una estadistica
muestral como una relacion funcional entre todos los resultados posi-
bles y sus probabilidades correspondientes.

A continuacién nos proponemos precisar los conceptos que nos
conduciran a establecer la distribucién de una estadistica sin necesi-
dad de extraer muestras para determinar la frecuencia relativa, cues-
tién que, como ya se comento, es inefectiva y hasta imposible.

DISTRIBUCION CONJUNTA. INDEPENDENCIA DE VARIABLES

Recordemos que si se tiene una variable aleatoria discreta X, entonces la expresion
o escritura [X = x] representa un evento del espacio muestral S sobre el cual esta
definida la variable. igualmente, si sobre el mismo espacio muestral S definimos otra
variable aleatoria Y, entonces la escritura [Y = y] representa también un evento de
S. De lo anterior podemos senalar que una escritura tal como:

[X = x, Y = y] representa la interseccion del evento indicado por [X = x] con el
evento [Y = y] Estoes, [X = x, Y =y] = [X = x] n [Y =1yl (7-1)

También se ha dicho (capitulo 4) que cuando se afirma que dos eventos Ay B
son independientes, entonces debe cumplirse que P [A n B] = P[A] P[B]. Ahora
bien, trasladada esta condicién a (7-1) tenemos P [X = x, Y = y| = P (X = x]
P[Y = y]y llegamos a la siguiente consideracion:

Dadas dos variables aleatorias discretas X y Y, decimos que son independientes si
se cumple que

P[X = x Y=y} = P[X=x]PlY = vl (7-2)

La expresion que aparece al lado izquierdo de (7-2) recibe el nombre de distri-
bucién conjunta de X y Y; cada uno de los factores que aparecen a la derecha de (7-2)
recibe el nombre de distribucion marginal de X y Y respectivamente. Y dentro de esta
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terminologia nos expresamos al decir: Xy Y son independientes cuando la distribucion
conjunta es igual al producto de las distribuciones marginales. En realidad, al inicio
del capitulo, cuando se consideré el ejercicio introductorio, se hizo uso de la citada
regla.

Intuitivamente, dos variables aleatorias X y Y se dicen independientes cuando
los valores que asume una de ellas no influye ni esta influenciada por los valores de
la otra.

Entre dos variables aleatorias Xy Y se pueden realizar las operaciones basicas
de aritmética como son la adicion (resta) y multiplicacién (divisién) y tenemos:

La variable suma se representa por X + Y y la variable diferencia X ~ Y. De igual

forma la variable producto se representa por XYy la variable cociente ﬁy

El concepto de valor esperado puede extenderse para el caso de una suma de
variables (de hecho ya se hizo en el capitulo 5), de una resta, de un producto y de
un cociente y tenemos que:

“Si X es una variable aleatoria discreta que asume los valores x;, X, ... , X,; Y otra

variable aleatoria que asume los valores y, y5, ... , ¥,,", entonces:

i) EX +Y) = 2 2% + y)P[X = X, ¥ = y] (7-3)
i=1 j=

i) EXY) = 2 2xy)P[X=xY=y] (7-4)

i=1 j=1

Nota. La escritura "doble sumatoria” 23, quiere decir que debemos considerar todos
los productos posibles entre los valores de X y los valores de Yy luego sumar los
productos de estos resultados con la probabilidad conjunta.

Llegados a este punto es conveniente que desarrollemos un ejercicio para ver
con mayor claridad lo que hemos expuesto hasta ahora.

Supongamos que lanzamos un par de tetraedros' y consideremos las variables
aleatorias X, Y definidas de la manera siguiente:

X = Numerode puntos que muestra la cara sobre la cual se apoya el primer tetraedro.

Y = Ndmero de puntos que muestra la cara sobre la cual se apoya el segundo

tetraedro.
Los valores posibles de X son [, 2, 3, 4; lo mismo que los de Y. Ahora bien, al considerar
las dos variables conjuntamente obtenemos las parejas de valores [ -1, 1-2, 1-3,
1-4,... ,4-1,4-2,4-3,4-4y asi el espacio muestral esta dado porS = {l-1,1-2,
1-3,1-4,...,4-1,4-2,4-3,4-4},

En el primer cuadro (en su parte interior) se registran los distintos resultados
de la variable suma X + Y. En el segundo cuadro se representa la variable producto
XY. Los nimeros que aparecen en la primera columna y primera fila de ambos cuadros
representan los valores posibles de Xy de Y.

' Desde el punto de vista de la probabilidad no existe diferencia entre lanzar dos tetraedros una vez y
lanzar un tetraedro dos veces.
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+ 1 2 3 4
I 2 3 4 5
2 3 4 5 6
3 4 5 6 7
4 5 6 7 8

Cuadro 1 ValoresdeX + Y.

Cuadro 2. Valores de XY.

X I 2 3 4
1 1 2 3 4
2 2 4 6 8
3 3 6 9 12
4 4 8 12 16

Ahora vamos a obtener la distribucién de probabilidad parala variable X + Y.
Para ello observe en primer lugar que los valores distintos de X + Y son: 2 que se
da 1 vez; 3 que se da 2 veces; 4 que se da 3 veces; 5 que se da 4 veces; 6 que se
da 3 veces; 7 que se da 2 y 8 que se da | vez. De otra parte, el valor 2 se da cuando

X = 1yY = 1 (ysélo en este caso), asi que

P(X + N =2] =

dado antes.

Igualmente, X + Y = 3 se da cuando ocurre una de las dos situaciones [X = I,

Y=2]o[X=2Y=1] yasiP[(X+ V) =

3

2

16

Resumiendo tenemos que la distribuciénde X + Yescomo se indicaenlatabla 7.3.
Tabla 7.3 Distribucién de X + Y.

X +Y

2

5

P[X + VN = z)]

16

16

16

4
16

16

16

16

Vamos ahoraacalcular E(X + Y).Paraello nosremitimosa la férmula (5-4) y tenemos,

Ex+ =2 () vs(k) v afF)vs(B)+ 6 () +7(2) () -

2+ 6+ 12+ 20+ 18 + 14 + 8

80

16

16

=5

1
PIX=1Y=1]= T de acuerdo con el espacio muestral

Si s6lo tomamos en cuenta los valores de la variable X, su distribucién es como se
muestra en la tabla 7.4.

Tabla 7.4 Distribucion de X.

y su valor esperado es E(X) =1 (%) +2 (7') + 3(7’, +4 (%) =

X

2

3

4

L P[X = x]

4

4

4

]
4

Una tabla similar para Y nos mostrara que E(Y) es también %

4

[ +2+3+4_ 10

4

5
2
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5
De lo anterior se tiene que E(X) + E(Y) = % + £ = 5 quecoincidecon E(X + Y).
Estoes, E(X + Y) = E{(X) + E(Y)
En general se tiene que, si X,, X,, ..., X, son n variables aleatorias entonces,
n n
EX, + X, +...+ X,) = Bl X)=EX)+EX,) +...+ EX)) = 25(&) (7-5)

i=i

La expresién (7-5) es un caso particular de (5-6).
Tomemos ahora en consideracién la variable producto. Al hacer un anélisis similar
al de la suma, se obtiene la tabla 7.5 que representa la distribucién de XY.

Tabla 7.5 Distribucion de XY.

XY | 2 3 4 6 8 9 12 16
- ! 2| 2 3 22 2 20 v
PliXV = z ] e 16 16 | 16 16 16 16 16 16

E[(xn] =1 (,_'5)+ 2 (%)Jr 3(,2—6)+ 4(,3—6‘+ 6(,2—6)+ 8 (I—zé)+ 9(,‘—6)+ 12‘.—25)+ 16(1"@)
L+ 4+6+ 12+ 12+ 16+9+24+ 16 82

16
Observe que E(XY) = E(X)E(Y). Esto no siempre es asi, como se vera en uno de los
problemas propuestos en los ejercicios.

= 6.25

<Qué decir de la independencia de Xy ¥?
En respuesta a este interrogante debemos determinar sise cumple P [X = x, Y = y]
= P[X=x]P[Y=y]

Para tal propdsito, tengamos en cuenta que los valores P[X = x] estan dados
en la tabla 7.4 y que los valores de Y se obtienen de manera similar; sélo nos falta
obtener la distribucién (conjunta) de X y Y. Esta distribucion esta descrita en el cuadro
3, en donde los nimeros de la primera columna corresponden a los resultados del
primer tetraedro y los de la primera fila al segundo.

Los valores del interior del cuadro se obtienen con base en el espacio muestral,

S = {I-1, 1-2, 1-3, 1-4, ... , 4-1, 4-2, 4-3, 4-4}
Y

X I 2 3 4
LI T O N O

1 16 16 16 16

| | | 1
2 6 | 76 | 6| T

1 1 1 1
3 % | % | e | e

| | 1 1

4 Tl e | 6| e

Cuadro 3 Distribucién conjunta de X, Y.
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I
Los valores del cuadro se interpretan asi: P[X = 1, Y = 1] = o' PIX =1 Y =2]
1

=76V asi sucesivamente.

1 1
Por otra parte, P[X = 1] =T PlY = 1] =7V de esta forma

1
PX=1v=1=— = (%)(%J — p[x = 1] P[Y = 1]. Igual relacién se

cumple para las restantes parejas de nameros. Por tanto, Xy Y son independientes.
Cuando Xy Y son independientes se puede demostrar que E(XY) = E(X)E(Y)' (7-6)
que es lo que ocurre en el ejercicio que hemos venido desarrollando.

Ya hemos visto que E(X + Y) = E(X) + E(Y), pero ¢se cumple también que
VX + V) = VIX) + VIY)? Veamos.

En el capitulo 5, se establecié que si se tiene una variable aleatoria X entonces
la varianza de X esta dada por V(X) = E(X*) — (E[X])*. Aplicada esta férmula para
el caso de la suma X + Ysetiene VX + V) = E[(X + V?] — (E[X + Y]

Al desarrollar por separado se tiene:
E[X + V] = EX + 2XY + ¥) = EX’) + 2EXY) + E(Y)  (aplicando 5-6)

(E[X + Y)? = (E[X] + E [Y)? = (E[X))* + 2E[X] E[Y] + (E[Y]*

De lo anterior se tiene:
VIX + V) = E(XY) + 2EXY) + E(YY) — (E[X])? — 2E[X] E[Y] — (E[Y]? =

(E(X®) — (E[X])? + (E(Y) — (E[Y]D? + 2[E(XY) — E(XE(Y)] (7-7)
Por tanto, VIX + Y) = VIX) + WY) + 2 [E(XY) — (E(X)E(Y)].

Asi que podemos afirmar que VX + Y) = W(X) + WY) cuando el dltimo término
del lado derecho de (7-7) sea cero. Pero esto ocurre cuando E(XY) — E(X) E(Y) = 0,
esto es, si E(XY) = E(X) E(Y), lo cual se da cuando Xy Y son independientes. En
resumen,

Si Xy Yson variables aleatorias independientes entonces VIX + Y) = VIX) + V(Y).?

Este resultado se puede generalizar y se tiene:

Si X,, X, ..., X, son n variables aleatorias independientes, entonces

VX, + X+ ...+ X)) = W 2 X)= VIX)+VIX) +...+ VIX,) = 2 VIX;) (7-8)
i=1 i=1

La expresién dada por (7-7) corresponde a la varianza de una suma en general y la
diferencia E(XY) — E(X)E(Y)se llama covarianza de Xy Yy se denota Cov(X, Y). Esto es,

Cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y) (7-9)

La covarianza es de gran importancia en el estudio de relacién entre variables.

Estos conceptos y propiedades que hemos deducido para variables aleatorias
discretas también son validos para el caso de variables aleatorias continuas.

MUESTRA ALEATORIA. ESTADISTICAS

Como ya hemos comentado antes cuando tomamos en cuenta cierta caracteristica
para su estudio, esta caracteristica determina o define la variable aleatoria. Esta se

' En el suplemento lll se encuentra una demostracion de esta igualdad.

2 En el suplemento 11l se encuentra una demostracién un poco diferente.
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comportard de acuerdo con cierto patrén probabilistico (llamese binomial, Poisson,
normal, etc.) y de esta manera hablamos de la distribucién de la variable o de la
poblacion.

Supongamos ahora que hemos convenido en denotar X la variable (la caracteris-
tica) que pretendemos estudiar y que vamos a hacer n observaciones en la poblacién
respectiva. Estas observaciones seran datos concretos una vez que hayamos llevado
a cabo el acto fisico de tomarlas; antes, sélo podemos considerar valores posibles de
acuerdo con la distribucién de X, esto es, la respuesta es aleatoria. Por ello cada una
de estas observaciones que luego se materializaran, las denotaremos X,, X,, ... , X,
y se consideran n “representaciones”’ de la variable X, y por tanto con la misma
distribucion de X. Si ademas las variables X, X,, ... , X, se consideran independientes,
tenemos lo que se llama una muestra aleatoria.

Una muestra aleatoria de una poblacion X es una sucesion X, X,, ... , X, de n variables
aleatorias independientes e igualmente distribuidas (tienen la misma funcion de
densidad).

Nota. Cuando se dice que las variables X, X,, ... , X, tienen la misma distribucidn
debe entenderse que tienen la misma funcién de densidad y por tanto la misma
media y la misma varianza. Con esta sucesién de variables aleatorias X|, X,, ... , X,
se pueden llevar a cabo operaciones aritméticas tales como:

2, 2% 2(x — X 2% — w?
Y = i=1 , U = i=1 ' V= i=1 , W:1=I
n n n n

Algunas de estas férmulas pueden ser de tal indole que sélo sean desconocidos los
valores X,, X,, ... , X,, esto es, no contienen constantes desconocidas. Cuando esto
ocurre, a tales férmulas se les llama estadisticas.

Una estadistica es cualquier férmula matematica que relaciona las variables de una
muestra aleatoria X, X5, ... , X,, ¥ que no incluye constantes desconocidas.
Asi por ejemplo,

2, X X — X

i=1 i=1 i=1

Y = . U = ' V= —— . son estadisticas.
n n n

20X — ppP

i=1

Pero, en cambio, si u es desconocida entonces, W = , NO €s una

n
estadistica.

El proceso inferencial se lleva a cabo utilizando las estadisticas (variables) como
medio para tal fin y son las de mayor uso las denominadas media y varianza muestral
que se denotan y definen asi:

2x X — X2
Media muestral: X = - Varianza muestral: S? — l=l( )
n n— 1
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Las estadisticas son de por si variables aleatorias; por ello es de esperarse que tengan
asociadas distribuciones y tenemos:

La distribucion muestral o de muestreo de una estadistica T es la distribucién de
probabilidad de T, tomada ésta como una variable aleatoria.

Asi por ejemplo, cuando decimos que X (que es una estadistica) tiene distribucién
normal nos estamos refiriendo a una distribucién muestral.

Es claro que cuando tomamos en consideracién una variable X, por lo general,
no va a ser posible observar todos los valores de la variable y sélo conoceremos
algunos de sus valores (los proporcionados por los datos muestrales). Sin embargo,
al menos en sentido tedrico, podemos pensar en ciertos nameros resultantes de
ciertas operaciones en donde intervienen todos los valores de la variable con sus
respectivas probabilidades (la media y la varianza de la variable son niimeros de este
tipo). Como tales numeros resultan por consideracion de todos los valores de la
variable conjuntamente con sus probabilidades respectivas, permaneceran inalterados
y en cierta forma caracterizaran la distribucion de la variable; llegamos de esta manera
al concepto de parametro.

Un pardmetro es una caracterizacion numérica de la distribucion de la poblacion de
forma que describe total o parcialmente la funcién de densidad de la variable aleatoria
de interés.
La media y la varianza de una variable aleatoria con distribucién normal son parametros.
Debe quedar clara la diferencia y relacién que existe entre una estadistica y un
parametro. La estadistica se calcula de acuerdo con las variables aleatorias de la
muestra, por consiguiente cambia de muestra a muestra, pero sigue cierta ley de
probabilidad, lo que constituye la distribuciéon muestral. El parametro es una caracte-
ristica de la poblacién y como tal permanece constante (al menos dentro de cierto
limite de tiempo) y generalmente es desconocido. Pero a cada parametro casi siempre
se le puede asociar una estadistica mediante la cual podemos obtener alguna infor-
macién acerca del parametro desconocido. C6mo se realiza este proceso es la esencia
de la inferencia estadistica en cualquiera de sus ramas (estimacién y prueba de
hipétesis).

Ejercicios | 7.1

, 1. Explique la diferencia que existe entre parametro y estadistica.

2. Defina distribucién muestral.

3. Si Xy Y son variables aleatorias, cen qué caso se cumple X + Y) = VIX) + VY

4. Si Xy Y son variables aleatorias independientes, demuestre que V(X — Y) = VIX) + WY).

5. Suponga que la variable X asume los valores 1, 2, 3 con la misma probabilidad; la variable Y
asume los valores 0, 1 con la misma probabilidad. Si Xy Yson independientesy W = 2X + 3Y,
compruebe que ¢?, = 40°, + 902y.

6. Dadas las variables aleatorias X y Y del problema 5y si Z = 2X — Y, verifique que

0%, = 40, + a'zr
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7. Se lanzan un par de tetraedros. Sean las variables, X = nimero de puntos que muestra la cara
sobre la cual se apoya el primer tetraedro, Y = suma de los puntos que muestran las dos caras
sobre las cuales se apoyan los dos tetraedros.

a) Halle la distribucion de X

b) Halle la distribucién de Y.

c) Halle la distribucién de XY

d) Halle la distribucién conjunta de Xy Y
e) Compruebe que E(XY) = E(X)E(Y)

8. De una poblacién normal de media p, = 5, se tomd una muestra de tamario 10 y se obtuvo
una media muestral ¥ = 4.5. Identifique en este problema el valor del parametro y el valor
de la estadistica.

9. (Cual es la relacion que existe entre parametro y estadistica?

10. Proponga una variable aleatoria X como tema de estudio; ¢qué parametro asociado tendria
esta variable?

‘ 11. Defina la distribucién muestral.

12. Sean Xy Y dos variables aleatorias, ;en qué caso se cumple E(X + Y) = E(X) + E(Y)?

DISTRIBUCION DE LA MEDIA MUESTRAL

Como ya se sefald, la media muestral X al ser una estadistica, es por naturaleza una
variable aleatoria y como tal tiene una distribucién y también tendra una media (valor
esperado) y una varianza.

A partir de la tabla 7.2 y teniendo en cuenta la definicién de valor esperado
discutida en el capitulo 5, tenemos que el valor esperado para X esta dado por

= we= 2fi] o (2] o] il e Rl 7 Rlo )
_2+6+12+20+ 18+ 14+8 _ 80 _
16 16

Se sabe que la media de la poblacién a partir de la cual se toman las muestras esta

2+4+ 6+ 8 20 —
dada por u, = 1 =7 5. Asi que la media de X es igual a la
media de X. Esto es, ux = ux. Este resultado no es una particularidad del presente

problema, sino que es una propiedad entre estas dos medias. En efecto, supongamos
n

2.x
que X,, X5, . . ., X, es una muestra aleatoria y X = =— es la media muestral
. n
2x
=1

entonces E(X) = E(i—-):l— E(E)(i)= l—E(XI + X, +...+X,) =
n n n

i=1

1 .
LIEC) + ECG) * oo + EUX,)] :%[ax; +EM 4.+ EX)] =

% [nEX)] = EX)
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En cuanto a la varianza de X, para los datos de la tabla 7.2 se tiene,
viX) = EX) - [EXP

) = 2 (o) (i) = o)« 5 i)+ i) < ) < ) -

4 + 18 + 48 + 100 + 108 + 98 + 64 _ 440

= = 27.5,asique
16 16
VIX) = 275-5% = 275-25 = 25
Por otra parte, VIX) = E(X?) — [E(X]
1 1 2 (L 21y _ 4+ 16 + 36 +64 _ 120 _
BX) = 2 (4)+ # (4)+6 (4,+8 (4) - . = 12 - 3
VIX) =30 -5 =30—-25=5
- 5 _ViX
Al comparar los dos resultados observamos que V(X) = 25 = 5 =T

Esta relacién entre V(X) y V(X) siempre se cumple cuando X se trata de la media
muestral, como se demuestra a continuacién.

- 15 1\2 [ I X 1 <&
V(X)=v(—2x,-)=(—\ v(Ex,.)=—22wx,-)=—2EV(X)= Liavix) = Y2 por (7.8)
ni=i nj i=1 n = n n

ni=
_ Resumiendo las dos propiedades hasta aqui discutidas para la media muestral
X, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 7.1 Sea X,, X,, ... , X, una muestra aleatoria proveniente de una poblacién
de media u, y varianza ¢?. Si X es la media muestral,

— - X
entonces EX) = ur = EX) = p, y VIX) = o’ =

n

(7-10)

— o’ ™
A partir de la varianza de X, o7 = —X se obtiene la desviacién estandar de X,
n

o
dada por oy = \—/_’; y que recibe el nombre de error estindar de la media.

El error estandar, como nos lo muestra la férmula, es directamente proporcional
a o, e inversamente proporcional a la raiz cuadrada del tamano de la muestra, por
consiguiente, dada a,, se puede controlar el valor de oy al controlar el tamano de la
muestra, sea aumentandola o disminuyéndola.

Ahora bien, si el tamafo de la muestra es 1, la varianza de la media es exactamente
la de la poblacién. Si n es igual a dos, entonces o”; es la mitad de ¢°,. Si n es igual
a 100, o%; sera la centésima parte de o?,. Si n se hace infinitamente grande, o’ tiende
a cero, lo cual significa que la medicién muestral es idéntica a la media de la poblacién.
En general, cuanto mayor sea el valor n, mas probable es que X se aproxime indefini-
damente a la media u de la poblacién. Al tomar n suficientemente grande, se puede
hacer que la probabilidad de que X difiera de u en un valor d, sea tan grande como
se desee. Esta relacién es conocida como ley de los grandes numeros.

Esta ley puede explicarse mediante la desigualdad de Shebyshev (que es la
version tedrica de la regla del mismo nombre).

La desigualdad de Shebyshev dice:
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"Si X es una variable aleatoria de media p y varianza A, =>P[X — el = ka,] =

|-

=z

La cual se interpreta al decir "la probabilidad de que X quede dentro de k desviaciones
I

estandares a partir de la media es por lo menos 1 — 2z que aplicado a la media

muestral X nos queda:

% ool < ko oL
PIIX u|\k(—v%—)]/1 >

T
alserk T/_Xﬁ) =ddel que se hablé antes. Sea d un numero positivo pequefio cualquiera.

Si la muestra es suficientemente grande, se puede hacer la probabilidad de que X
esté menos de d de p, tan préximo a | como se desee.

Por ejemplo, dado o, = 10, si se quiere que la media muestral no esté a mas de 5
unidades de la media de la poblacién con probabilidad del 99% por lo menos, habria
que hacer el tamafio de la muestra igual a 400, lo cual se calcula como sigue. Como

l__kf: 099 =>k = 10

Porotraparted = 5 = IO(—IVO:) =>5Vn = 100 =>Vn = 20=>n = 400
n

Hasta aqui hemos estudiado las propiedades de la media muestral X sin hacer
consideracién alguna de la distribucién_de la variable en cuestion. Ahora nos propo-
nemos estudiar el comportamiento de X cuando X se distribuye normalmente.

7.4.1 Distribucién de X en una poblacién normal con media y varianza conocidas

Un resultado que se demuestra en estudios de estadistica matematica es el siguiente:

Teorema 7.2 Si X,, X5, ... X, €s una muestra aleatoria proveniente de una poblacién

n
normal de media u y varianza o, ==> la variable Y = Ea,.x,. tiene distribuciénnormal

i=1

con media p, = (Y, a)p y varianza @, = Za,.z)aJ

i=1 i=1

Asi por ejemplo, si se tiene una muestra aleatoria X;, X5, X; proveniente de una
poblacién normal de media 10 y varianza 9, la variable Y = X, + 2X; — X, tiene
distribucién normal con media p, = 2(10) = 20y varianza o?, = (6)(9) = 54.

Del anterior teorema se tiene que si requerimos el calculo de P [VY < 31], por ejemplo.
Entonces, partiendo del hecho Y ~ N(20, 54) y mediante la estandarizaciéon de Y
tenemos con utilizacion de Ia tabla Il.

(Y — 20) _ (31 — 20) 11
P < = p[Z < —1 = P[Z < 15] = 09332
[\/EZ V54 ] [ \/ﬂ] [ 1 =093

3 En el suplemento IV se da una demostracion de esta desigualdad.
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0 1.5

Del teorema 7.2, se deduce el teorema que sigue:

Teorema 7.3 Si X, X,, ... . X, es una muestra aleatoria proveniente de una poblacion
con distribucién normal de media p y varianzao® =—> X = { E X;)/n tiene distribu-
i=1
. . . o? = a’
¢ién normal con media varianza — . Esto es, X~ N{u, —=
ny N (e \/ﬁ’
Esclaro que si X~ N{u, 0?/\V'n) ==> Lavariable Z = &_W =
o/\Nn
= MN N(O, 1).
o
Suponga que una maquina dispensadora de bebidas gaseosas la cantidad que
envasa es una variable aleatoria X que tiene distribuciéon normal con media u = 10
onzas y desviacidon estandar de o = 1. Y nos proponemos hacer 25 mediciones del

liquido dispensado.

a) Exprese el significado de X

b) ¢Qué distribucion tiene X? _

c) ¢Cual es la probabilidad de que X sea por lo menos 10.3?

En primer lugar tenemos a) X = cantidad promedio de gaseosa dispensada en las
25 mediciones.

b) De acuerdo con el teorema 7.3, Xtiene distribucién normal con mediapuy = u, = 10
. o |
varianza o’ = — = —
y X n 25
aP[X = 103] = p[X ;5“ > 103 175 99y - p[z=15]=1-P[Z < 15]

I — 09332 = 0.0668

Otro problema. El tiempo que un cajero de banco tarda en atender a los clientes
que se acercan a su ventanilla para solicitar servicio es una variable aleatoria distribuida
normalmente. Se asegura que el tiempo promedio que tarda este cajero en atender
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el publico es de 3.5 minutos con una desviacion estandarde 1.2 minutos. Un observador
inquieto tomd el tiempo a 36 clientes y obtiivo un promedio ¥ = 4.3. (Qué puede
decirse del promedio u = 3.5 de acuerdo con este valor muestral?

En este problema podemos ver algo del proceso inferencial. En la medida en que
debemos tomar una decisién acerca de un valor de parametro, la media en este caso,
basado en un dato muestral.

El procedimiento a desarrollar consiste de los siguientes pasos:

1°. Admitimos que lo afirmado acerca del tiempo requerido por el cajero es cierto.
Esto se plantea de la siguiente forma: Consideremos la variable, X = tiempo que
tarda el cajero en atender cada cliente. Esta, de acuerdo con las condiciones del
problema, tiene distribucién normal con media u = 3.5y varianza o = (1.20)° que

graficamente se ilustra como sigue:

35
Figura 7.2 Distribucién de X.

2°. Localizamos sobre el eje horizontal el valor muestral, 4.3 en este caso

3.5 43

Figura 7.3 Distribucion de X.
3° Calculamos la probabilidad (area) de que X sea mayor o igual a 4.3

PIX = 43] = PI )1(27 165 - i%is_] - P[Z = 0802]

=P[z=4=0

;Como interpretar este valor de probabilidad?

Esta probabilidad de cero se interpreta diciendo que el valor muestral esta por
fuera de la curva que representa X Como esta curva es el resultado de la consideracion
que hemos hecho sobre X, entonces estamos frente a una inconsistencia entre lo
supuesto y la realidad (el dato muestral).

Como el dato muestral es incuestionable, el inico camino que nos queda para
romper la inconsistencia es admitir que lo supuesto no es correcto. Tal incorreccidon
puede darse por muchas razones. Pero, como lo que se sometid a discusién fue la
media, suponemos que sobre lo demas no hay duda y asi tenemos como tnica salida
admitir que el valor de la media de 3.5 minutos no es correcto. Para el mismo problema
suponga que el valor muestral fue de X = 3.8. En este caso, el paso 2° queda repre-
sentado en la figura 7.4 y calculamos el area (probabilidad) a la derecha de 3.8.
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35 38
Figura 7.4 Distribucion de X.
= X — 35 38 — 35
P[X = 38] = = P[Z = 15] = 0.068
X =38 = PlS5735 = ~ o2 [ ]

Lo que indica una porcién de area del 6.68%.

En este caso, si admitimos que el valor muestral forma parte de la regién limitada
por la curva y decimos que no hay evidencia para rechazar el valor u = 3.5.
Nota. Para que un valor X se considere dentro de la regién debe dejar un area de
cola con un minimo del 5%.
Ahora supongamos que el valor muestral fue de 3.
En estas circunstancias el paso 2° toma la forma que se presenta en la figura 7.5.

3.0 3.5

Figura 7.5 Distribucién de X.
El drea a analizar ahora es la que queda a la izquierda de 3.5 y asi calculamos P[X < 3]

X - 35 3 - 35

Pl
0.2 0.2

1=PlZ=s =-25]=1 - P[Z <25]

M

=1 — 09938 = 0.0062

y asi el valor u = 3.5 parece no ser correcto. .

Finalmente, algunos comentarios acerca del comportamiento de X que en pobla-
ciones normales pueden resultar oportunos. Al tener X también distribucién normal,
la forma general de la curva de X y X es la misma. Pero la de )_(g_s_més concentrada
alrededor de la media de la poblacién. Si n = 1, los valores de X seran los mismos
de X. Si el tamano de la muestra es mayor, el error estandar de X, o/ V'n, sera menor
y, en consecuencia la cresta de la funcion de densidad sera mas alta.

7.4.2 Teorema del limite central

En la seccion precedente hemos estudiado el comportamiento de X en poblaciones

normales y se obtuvo como conclusién que X tiene también distribuciéon normal. Mas

VX - w
g

concretamente, la variable Z = tiene distribucién normal estandar. Sin

embargo, este resultado es aproximadamente correcto aun en poblaciones no norma-
les, como se establece en el siguiente teorema, llamado teorema del limite central.
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Teorema 7.4 Teorema del limite central.
Si X es la media de una muestra aleatoria de tamafo n que se toma de una poblacién

con media u y varianza finita o, entonces la variable Z, = [ﬂ)—(—a———“—) tiende a la

normal estandar a medida que n tiende a infinito.

La importancia de este resultado radica en que nos proporciona un medio para
trabajar con X aun si desconocemos qué distribucion tiene X (la variable objeto de
estudio), de ahi su gran utilidad practica.

El teorema del limite central puede describirse de otra forma que puede resultar
mas clara para su interpretacion.

“Si X es una variable aleatoria de media p y varianza &2, la distribucion muestral de
la media X de una muestra aleatoria de tamano n es aproximadamente normal con
media p y varianza o2 In si n es suficientemente grande”. Simbdlicamente se escribe
X+~ N(u, */n).

Cabe preguntarse, ¢a partir de qué valor nse puede considerar “suficientemente”
grande? En muchos casos, la tendencia de X a distribuirse en forma normal es bastante
acentuada, aun cuando las muestras sean de tamano moderado. Si bien se prefiere
n = 100, en la mayoria de las aplicaciones se considera suficiente una muestra de tamafio
30 0 mas para permitir el empleo de la distribucién normal a fin de encontrar las
probabilidades asociadas a X.

La demostracién del teorema del limite central escapa al alcance de este libro;
pero con el sencillo ejemplo que sigue, se mostrara la tendencia de la distribucién
de X de acercarse cada vez mas a la distribucion normal a medida que crece el tamano
de la muestra. El ejercicio que desarrollaremos se hara al tomar los datos del problema
que se consideré al comienzo de este capitulo.

Se trata de una variable aleatoria X que toma los valores 2, 4, 6, 8. La distribucion
de esta variable es como se indica en la tabla que sigue y su representacion grafica
es como se senala en la figura 7.6. Es la distribucion de Xcuando el tamano de la
muestra es igual a 1.

X P(x)
'
2 7
1
|
_ 6 T
Distribucién de X 8 %
Pix)
1/4 . . . .
0 [l 1 1 L A' x
Figura 7.6 Distribucién de X. 2 4 o 8

Si se toman de esta poblacién muestras con repeticién de tamano 2, o s€a X,
X,, la suma de los valores de las dos observaciones para toda muestra posible aparece
en las tablas que se dan a continuacion acompanadas de la distribucion muestral de
X. La figura de abajo nos muestra la representacion grafica de X; en ella se puede
notar cémo la distribucién se acerca mas a la normal.
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+ 2 4 6 8
2 4 6 8 10
4 6 8 10 12
6 8§ 10 12 14
8 10 12 14 16
X + X

Ax)
4/16 .
3/16 .
216 . .
1/16 .

n

Media muestral Probabilidad
X P(x)

N o AW N e
-5~ g|wz|a5wa|~E]-

>

o

Total

0

1 23456 7 8910

Figura 7.7 Distribucién de X.
Si se aumentara el tamafio de la muestra habria un mayor nimero de muestras

posibles y de medias muestrales y los puntos del grafico estarian mas cercanos a sus

puntos adyacentes de los que estan en la figura 7.7. Por ejemplo, si n = 3, habra 10

diferentes medias muestrales posibles, como se muestra en la tabla 7.6.

La distribucién y grafica de X para n

la figura 7.8.

Media muestral Probabilidad

>

Distribucién de X,

= 3 es como se indica en la tabla siguiente y en

X P(x)
2 1 A AX)
64 12/64 | * o
2 3
25 o
. 6 10/64 [ . .
33 7y
4 3 8/64
2 12
4 3 64 6/64 . .
51 12
3 fl’g 4164 |-
6 w . .
) 6 264 |
6 _3 a Y [ ]
7 i 0 1 N 1 N 2 1 _ )
64 I 2 3 4 5 6 7 8 9 ¥
1
8 ¢4 Figura 7.8 Distribucién de X.
Total 1.0

Distribucién de X

Consideremos otro ejemplo. Para cierta prueba de aptitud se sabe con base en
la experiencia que el nimero de aciertos es en promedio 500 con una desviacion
estandar de 60. Si se aplica esta prueba a 100 personas seleccionadas al azar, halle
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Tabla 7.6 Posibles muestras y medias con n = 3, cuando X tiene el conjunto de
valores posibles {2, 4, 6, 8}.

Muestras Suma Media Numero Muestras Suma Media Nimero
posibles 32 X de posibles 3 X de
x5 X, x;, 2% muestras| X, X, X, = % muestras
2 2 2 6 2 i 2 6 8
2 8 6
2 2 4 ) 6 2 8
2 4 2 8 25 3 6 8 2
4 2 2 8 2 6 |
8 6 2 16 55 12
2 4 4 4 6 6
4 2 4 | 6 4 6
4 4 2 10 35 6 6 6 4
2 2 6 4 4 8
2 6 2 4 8 4
6 2 2 8 4 4
4 4 4 2 8 8
2 4 6 8 2 8
2 6 4 8 8 2
4 2 6 4 6 8
4 6 2 12 4 10 4 8 6 18 6 10
6 2 4 6 4 8
6 4 2 6 8 4
2 2 8 8 4 6
2 8 2 8 6 4
8 2 2 6 6 6
2 6 6 4 8 8
6 2 6 8 4 8 ,
6 6 2 8 4 4 20 67 6
2 4 8 6 6 8
2 8 4 6 8 6
4 2 8 14 42 12 8 6 6
4 8 2
8 2 4 6 8 8 1
8 4 2 8 6 8 22 Ly 3
4 4 6 8 8 6
4 6 4
6 4 4 8 8 8 24 8 I

la probabilidad de que tengan un promedio de aciertos, a) mayor de 512; b) menor
de 496.

En primer lugar precisamos la variable que vamos a analizar.

X = Numero de aciertos que tiene la persona.

La distribucién de esta variable no es conocida. Pero, como se trata de responder una
probabilidad asociada con X, podemos fundamentarnos en el teorema del limite
central para dar respuestas a los interrogantes planteados.
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De acuerdo con el teorema del limite central, X -+ N(500, (60)%/100) y asi para la parte
a).
X — 500 - 512 — 500

PIX=5121= P[—F—>—F——"]=Pl2=2=1-Plz=2]=
= | — 09772 = 0.0228
20
Para el literal b) se tiene, P[X < 495] = Pp[ X -6 200 < 49 ; 500] =

Plz < l: ] = Plz < —083] =

I — P[Z < 083] =1 — 0.7967 = 0.2033

—0.83 0.83

7.4.3 Distribuciéon de la proporcién muestral para muestras grandes

Una importante consecuencia del teorema del limite central es la que atane a la
distribucion de la proporcién muestral.

En muchos casos el interés del estudio puede estar orientado al comportarniento
de una proporcion, como sucede cuando nos interesamos por la proporcion de articulos
defectuosos que pueden darse en un proceso de produccién o por la proporcién de
personas que consumen determinado producto.

Teorema 7.5 Sea p la proporcién muestral asociada a una caracteristica, la cual se

presenta en la poblacién en una proporcién . Entonces, p -+ N(W.M). Esto es,

5 -
Z="mr= ~ NN
n

Se sabe que la proporcion de articulos defectuosos en un proceso de manufactura
es de 0.10. El proceso se vigila periédicamente al tomar muestras aleatorias de tamafio
100 e inspeccionar las unidades. Calcule la probabilidad de que esta muestra arrojé
una proporcién de defectuosos a) mayor de 0.17, b) menor de 0.05.
Sea p = Proporcidn de articulos defectuosos hallados en la muestra, # = 0.1

De acuerdo con el teorema 7.5, p ~ N(0.1,0.1 X 0.9/100).

Pl Bt > 2101y = plz > 233]

1 — P[Z = 233] =1 - 09901 = 0.0099

Asique P [p > 0.17 ]
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Igualmente se tiene P[p < 0.05] =P[ po—.03041 < 0‘050_(;3 %] = plz < 1.67] =

= 1 — 09525 = 0.0475.

2.33 -1.67 1.67

Otro ejemplo. El administrador de la cafeteria central de una universidad afirma
que solo el 18% de los estudiantes consumen bebidas calientes. La direccidon de la
universidad, con el propdsito de reunir evidencias para comprobar lo asegurado por
el administrador, condujo una encuesta y encontré que de 120 estudiantes seleccio-
nados al azar 36 consumian bebidas calientes en la cafeteria. ;(Qué se puede decir,
de acuerdo con estos datos sobre lo que dice el administrador?

Para la solucién de este problema hacemos un anélisis similar al caso de la media.
Admitido el hecho de que el administrador esta en lo cierto entonces p ~ N(0.18,

0.18 x 082 = . . .
——5 ) en donde p = proporcién de estudiantes que consumen bebidas

calientes.
La proporcién muestral de los estudiantes que consumen bebidas calientes es 36/120
= 0.3.

34

P — 018 _03 - 018
P
[\/0.18 X 0.82/120 0.036

P[p > 03] = 1= P[Zz>34] = 0.

Por tanto, la proporcion afirmada por el administrador no parece ser correcta.

Para que la aproximacion normal arroje buenos resultados en la solucién de
problemas relativos a la proporcion, ademas de permanecer constante la probabilidad
de éxito, se deben tomar muestras de tamano grande. Cuando se trate de muestras
pequeiias se empleara la distribucién binomial o la hipergeométrica.

Ejercicios | 7.2

normal con media 10 y varianza 15. Suponga que X y Y son independientes y determine la

? 1. Si X tiene distribucién normal, con media 10 y varianza 16, y si Y tiene también distribucién
distribucién de. W = 2X — 3Y.



168 Estadistica para las ciencias administrativas

‘ 10.

Suponga que el contenido de nicotina de cierta marca de cigarrillos tiene distribucion normal
con media p = 25 miligramos y desviacién estandar o = 4 miligramos. Se toma una-muestra
aleatoria de 25 cigarrillos que arroja una media muestral de x = 26 miligramos. Halle la proba-
bilidad de que una muestra de este tamafio arroje una media muestral de la magnitud dada
O mayor.

. Sea Xla velocidad de las mecanografas en una gran compania. Suponga que X tiene distribucion

normal con media u = 58 palabras y desviacion esténdar o = 16 palabras. Si se toman 16
mecandgrafas y se les somete a una prueba de velocidad, ;cudl es la probabilidad de que la
media muestral X esté entre 50 y 70?

. Sea X el tiempo de vida de una bombilla marca I, Y la de una de marca I, al ser Xy Y

independientes. Se sabe que X tiene distribucion normal de media p, = 1,000 horas y varianza
o, = 2,500 horas y que Y tiene distribucién normal con media g, = 900 horas y varian-
za ¢y = 2,400 horas. Sea D = X — Y.

a) ¢Cual es la distribucién de la diferencia X — ¥?

b) ¢Cuél es la media y la desviacién estandar de D?

. Un fabricante de lamparas asegura que la vida promedio de las lamparas que produce es de

1,000 horas con una desviacion estandar de 100 horas. Un comprador potencial decide probar
si la vida promedio es como lo garantiza el fabricante y para ello toma una muestra de 64
lamparas, las prueba y obtiene una vida media muestral de X = 957 horas. ;Qué puede decirse
acerca de la vida promedio garantizada por este fabricante?

. El gerente de una planta asegura que el peso promedio de las cajas del producto que empaca

es de 800 gramos con una desviacion estandar de 5 gramos. Un inspector seleccion6 aleatoria-
mente 100 cajas vy hallé un peso promedio de X = 795 gramos, ¢qué puede decirse del peso
promedio que asegura el gerente?

Se recibe un lote muy grande de articulos proveniente de un fabricante, el cual asegura que
el porcentaje de articulos defectuosos es del 2%. Al seleccionar una muestra aleatoria de 200
articulos y después de inspeccionarlos, se descubren 8 defectuosos. ¢De acuerdo con este
valor observado, podemos decir que el fabricante esta en lo cierto?

. En una gran ciudad la proporcion de personas que padecen problemas pulmonares debido a

la polucién, es del 30%. Se escogen 100 personas al azar; halle la probabilidad de que la
proporcion de los que tengan problemas pulmonares motivados por la polucién sea, a) por lo
menos del 38%; b) no sea superior al 20%.

. El jefe de registros de una universidad asegura que el tiempo promedio que requieren los

estudiantes para su inscripcion de asignaturas es de 30 minutos con una desviacion estandar
de 5 minutos. Se hizo la anotacion del tiempo que necesitaron 64 estudiantes para registrar
sus asignaturas y el promedio fue de 34.5 minutos, (qué se puede decir del tiempo promedio
que ha dado el jefe de registros?

El candidato A asegura que el 70% de los votantes lo favoreceran con su voto. Una muestra de
500 electores potenciales dio como resultado que el 65% lo favoreceran con su voto, ¢puede
estar tranquilo el candidato A, de acuerdo con esta respuesta del electorado?

DISTRIBUCION DE LA VARIANZA MUESTRAL.
DISTRIBUCION JI CUADRADO

A veces lo que puede interesar en la investigacion es la variabilidad de las medidas;
por ejemplo, determinar entre dos dispensadores de gaseosa cudl presenta mayor
variabilidad en la cantidad de liquido vertido.

La variabilidad, por lo general, se mide mediante la varianza (desviacién
estandar) y la estadistica empleada para llevar a cabo procesos inferenciales es la



Distribucion muestral 169

varianza muestral que se denota y define como se indicé, de la manera siguiente

$*=3, (X, — X)2/(n —1). El proceso inferencial es posible de llevar a cabo si conoce-

i =1
mos el comportamiento probabilistico de la estadistica considerada, S* en este caso.
Tal es el tema del que nos ocuparemos en seguida.

Se dice que ung variable aleatoria X tiene distribucién ji cuadrado con k grados de
libertad, X ~ X” (k) cuando su funcién de densidad esta dada por la férmula

|
K2 — 1 - (112)x
[ Tk2) (112)x e

f(x) = x>0

0 en cualquier otro caso

Ik/2) es el valor de la funcién gamma evaluada en k/2. Esta funcién es de gran
importancia en los estudios de muchos problemas de la matematica aplicada. x es
una letra griega que se lee ji, chi, o ki. Como ocurre en el caso de variables aleatorias
continuas, y la que estamos tratando lo es, los valores de probabilidad de los eventos
asociados a la variable se obtienen por integrales definidas (area bajo la curva) de
la funcién de densidad; y como sucede con la mayoria de las variables de este tipo,
debido a la complejidad en el calculo de las integrales, es necesario recurrir a técnicas
muy elaboradas para obtener los valores de dreas que luego se registran en una tabla
para su posterior uso. Antes de entrar en los detalles del manejo de la tabla de la
distribucion ji cuadrado, precisemos algunas propiedades de esta distribucion.

1. Si X es una variable con distribucién ji cuadrado con k grados de libertad =>
EX) = k IX) = 2k

2. Una variable con distribucion ji cuadrado no toma valores negativos.

3. La grafica de una distribucién ji cuadrado es del tipo de curvas sesgadas a la
derecha, como se muestra en la figura 7.9.

0
Figura 7.9 Distribucion ji cuadrado.

4. A medida que aumentan los grados de libertad la curva se va haciendo mas simétrica
y su cola derecha se va extendiendo, como se muestra en la figura 7.10. De esta
figura también queda claro que por cada valor de k se obtiene una distribucién
distinta; k (grados de libertad) es el unico parametro asociado a la distribucién.

Como ya fue insinuado, el area bajo la curva x” representa probabilidades. Puesto
que para cada valor de k (grados de libertad) se da una curva distinta, puede pensarse
que deberia tenerse una tabla para cada valor de k. Sin embargo, debido a que en
el proceso inferencial sélo algunos valores de probabilidad (area bajo la curva) resultan
pertinentes, se ha convenido tomar en cuenta Gnicamente esos valores y de esta
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0.60 |y fix))

2 4 6 8 10 12 14 16

Figura 7.10 Distribuciones ji cuadrado para distintos grados de libertad.

manera la informacién que nos interesa de la distribucién ji cuadrado queda resumida
en una tabla sencilla, como la que se da en el apéndice IlI (Tabla IIi).

La tabla Il da los valores x* que determinan la cola superior (derecha) de la
distribucion especificada por el nimero de los grados de libertad. (Véase la figura de
la parte superior de la tabla). En la fila superior da los valores de cola derechay en la
primera columna encontramos los respectivos grados de libertad. El nimero que se
encuentra en la interseccion de la horizontal imaginaria que parte del nimero dado
por los grados de libertad con la vertical, también imaginaria, que sale del valor de
la cola derecha es el nimero que determina dicha cola con los grados de libertad
dados. Se denota x? 4 en donde k son los grados de libertad y g la medida de la
cola derecha.

Suponga por ejemplo, que se trata de una variable con distribucién ji cuadrado
con 10 grados de libertad, x2(10). Se encuentra en la tabla que el valor x° en la
columna encabezada con 0.05 con 10 grados de libertad es 18.307. Esto es, que la
probabilidad de que una variable arroje un valor x? de 18.307 o superior, es 0.05. Se
escribe,xz(m; 005 = 18307 y se representa graficamente como sigue:

5%

18.307

En la distribucién ji cuadrado con 20 grados de libertad, ocurrira un valor x> mayor o
igual a 28.412 con una probabilidad de 0.1, se escribe X (30,0.1) = 28.412yse representa
graficamente como sigue:

10%

28412
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Si lo que deseamos es determinar valores ji cuadrado que definan regiones al
extremo izquierdo de la distribucién (cola izquierda), debemos tener en cuenta que
una region a la izquierda determina otra a la derecha (no simétrica en este caso) y
tenemos asi que la cola izquierda del 5% (0.05) corresponde a una regioén al lado
derecho del 95% y asixzm; 095y = 10.8508 es el nimero que determina una cola
izquierda del 5%. Véase figura.

95%

10.8508

Para valores de k superiora 100, el valor X’ se puede aproximar al utilizar la férmula,
X = 12[z, + V2k = 1P

donde z, es el valor de la normal estandar correspond;ente a una cola derecha de
tamafio q. Por ejemplo, si se trata de una distribucién X~ con 113 grados de libertad,
el valor de X” que separa al 5% superior de la curva (g = 0.05) es

X (13 005 = 1/2[1.645 + V2(113) — I]? = 1385

En algunos casos lo que se necesita es determinar qué porcion de cola derecha
(izquierda) queda determinada por cierto valor x? con ciertos grados de libertad. Asi
por ejemplo, halle la porcién q de cola derecha para la cual se tiene un valor
ji cuadrado con 15 grados de libertad de 8.54676. Esto es, x%(j5, ) = 8.54676.

Para hallar este valor g, nos situamos en el namero 15 de los grados de libertad
y al movernos horizontalmente hacia la derecha a partir de 15, localizamos el nimero
854676 (0 el mas préximo); el nimero que se halle en la parte superior de la veriical
que parte de 8.54676 es el valor de g. En el presente caso es g = 0.9, como se ilustra
en la figura.

8.54676

Obtenga el valor g que satisface les; q = 28
Al buscar en la tabla no lo encontramos exactamente y por ello tomamos el mas
préximo, 2.7 en este caso, y asi ¢ = 0.95. Véase figura.

2.8
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Una vez que hemos explicado el manejo de la tabla para una distribucion Xz,
entramos a exponer como se emplea esta distribucion para hacer inferencias relacio-
nadas con la varianza y para una mejor comprension en su uso explicaremos como se
origina esta distribucion.

tiene distribucién

Hemos visto que si X ~ N{u, &%), entonces la variable Z = al — ®

_ 2
normal estandar. Pero, ¢qué sucede si tomamos 7 Estoes, 7% = "5—;,—’9 .Larespuesta

es que la nueva variable tiene distribucion x? con un grado de libertad.

Por otra parte, es un hecho que se demuestra a otro nivel de la estadistica el
que si se tienen n variables aleatorias independientes x;, X5, ... , X, con distribucidn
ji cuadrado con grados de libertad respectivos k,, k,, ... . k, entonces la variable

=x t x t+ ..+ x, tiene distribucién ji cuadrado con k = k, + k; t
+ k, grados de libertad.

Al tener este resultado en mente, podemos afirmar que si X, X, ... . X, es una

muestra aleatoria proveniente de una poblacion de media p y varianza o?, entonces

. 2 — 2 _ 2 _ 2

la variable X, = X = pb X~ p) X = ¥
nj & ) o

cién ji cuadrado con n grados de libertad.

+ ...+ (7-11) tiene una distribu -

El anterior resultado, aunque importante, no €s apropiado para hacer inferencias,
puesto que en su expresion incluye la media poblacional u y ésta por lo general
también es desconocida.

Asi que la expresion (7-11) la sustituimos por 2 (X, — X)?o*

i=1

Aritméticamente u fue sustituido por X, pero este cambio trae como consecuencia
una alteracién en los grados de libertad, como se vera a continuacién:

E(X —m= é[(x,» ~ X+ (X— pl’= ,ZEI[(X,- — X2 420X - DX —p) + (X ] =
gm—ﬁ”ﬁﬁﬁ—uﬂ+2§m—ﬁi—m

Como (X — u) es una constante y é(x,- -X)=0= 22(X,~ - XX —p) =

(X— ,E{X' —X) = 0 vy asi la anterior expresion se reduce a:

i(){, - P = El(x -X? + é()‘( —p)? = 2{(X X2+ nX-w?  Aldividir

Sx - w? X — X2
i=1

= nX — p)?
ierie: - L X (7-12)
entre o’ se tiene = p: 2

Recordemos ahora que cuando X tiene una distribucién normal de media u y

Y _ 2 v _ 2
mX ~ w X~ k) tiene una
5 7 (g*n)
distribucién ji cuadrado con 1 grado de libertad. Esto es, X' (1).

varianza o2, entonces X ~ N(u, o°/n). Asi que la variable
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\ 2 (X -X? ,

< . 2 E =5 i=t (n—1S
Ademas como la varianza muestral §2 = X=X/ (n — 1)=> p = -

i=1

. . 2 (n — 1)§? 2 cv _ in - 1g?

Por lo anterior, (7-12) puede escribirse como, x?,, = —  t XyasiX = ———

€s una variable con distribucién ji cuadrado con (n — 1) grados de libertad. Esto es,

_ 2
Xm -1 = M—OJE— (7-13).

Lo anterior nos esta indicando que al sustituir & por X se pierde un grado de
libertad. También es de resaltar que la expresién (7-13) no incluye la media y sélo
incluye a 6” como parametro y asi mediante ella podemos realizar inferencias respecto
de la varianza.

Cuando se trata de probabilidades (inferencia) relacionadas con la varianza, se
toma como elemento basico para el anlisis la estadistica S?y mediante las operaciones
aritméticas del caso la transformamos en la expresion (7-13) que nos permitira utilizar
la tabla Ill. Veamos un ejemplo.

Se sabe que la distribucién del espesor de cierto material esta normalmente
distribuida con desviacién estandar 0.01 cm. Una muestra aleatoria de 25 piezas de
este material arroja como resultado una desviacién muestral de 0.008. Halle la proba-
bilidad de observar un valor muestral como éste u otro menor.

Si denotamos la desviacién estandar por S, el problema nos solicita P[S = 0.008]. A
continuacion se realizan las operaciones del caso hasta llegar a la expresién (7-13).

24)82 24)8?
P[s < 0008] = p[ 2D _ _(24)

0017 < Toonzd = PLX = 153¢]

Ahora bien, como X tiene la forma de la expresion (7-13), entonces X tiene distribucién
x? con 24 grados de libertad y asi P[X = 15.36] = 0.10 (aproximadamente).
Finalmente, respecto de la distribucién ji cuadrado son pertinentes dos observaciones:

n

. ~1)s? =
En primer lugar, para que podamos considerar que la variable (n - S = E(Xi X402
i=1

tiene distribucién ji cuadrado se requiere que las variables X, X,, ... , X, tengan dis-
tribucién normal y sean independientes.

El segundo aspecto se refiere a los grados de libertad. Esta nocién surge del hecho
n

de que si fijamos la ecuacién E(X,- — X) = 0 entonces (n — 1) sumandos en
i=i

esta expresion pueden tomar cualquier valor y el restante tomara el valor del caso

para hacer vilida la ecuacion.

Ejercicios I 7.3 |

1. Calcule los siguientes valores x2. (P(x > x,))

2 2
a) X"(s5,095) b) X% 130,005

2 2
€} X1100.090) d) X*(120,090)

2. a)SiX ~ x*(12),halle P[X =< 6.30] b) SiX ~ x*(25),halle P[X > 293].
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3.5iX ~ X3 yY~ x%(5) e independientes, halle:
a)PliXx + V) < 1336] b) P[IX + ) > 1551}

n
4. Si Z, ~ N(0,1), calcule P{ 222,- < 4.86]
i=1
5. Se obtiene una muestra aleatoria de tamano n = 16 de una distribucion normal con media y
varianza desconocidas, obtenga

< ]

P[= <204

o

6. En la produccién de cierto material para soldar se ha establecido que la desviacion estandar
de la tension a la ruptura de este material es de 25 libras. Una muestra de tamafio 36 dio una
desviacion estandar de 25.8 libras. ¢Cuél es la probabilidad de observar un valor muestral u

otro mayor?

7. Halle el valor g para el cual se tiene:

Q@ v, =100 b) Xluzg = 440379

X _DISTRIBUCION ¢ DE STUDENT

Hemos indicado que si se tiene una muestra aleatoria X, X, ... , X, proveniente
de una poblacién normal de media u y varianza o entonces la variable

Z:

X-p _VaX - w
o/Vh o

Para poder emplear esta variable con propdsitos inferenciales respecto de la
media, es necesario conocer o; sin embargo, lo mas comin es que o también sea
desconocida y por ello debe ser estimada. Si en la anterior expresion para Z reempla-
ValX - )

s
esta variable se dice que tiene distribucién t de Student con (n — 1) grados de

libertad.
Formalmente una variable T con distribucion t de Student o simplemente distri-

bucién t se define de la forma siguiente:
Se dice que una variable T tiene distribucion t de Student con k grados de libertad,
T ~ tik), si su funcién de densidad esta dada por

F( n + l)
- +
fle) = —in—[w —‘2—] "2t eR r( “2'
n
Vanl' (—2“)
de la funcién gamma. ‘
Al ser la distribucién t del tipo continuo, sus valores de probabilidad.también corres-
ponden a areas bajo la curva y sus valores se obtienen mediante consultas de tablas
construidas para tal fin.
Algunas propiedades de la distribucion t son:
1. Si T es una variable aleatoria con distribucién tcon k grados de libertad == E(T)

n
=0yWwT) =——,n > 2.
n— 2

2 La variable T tedricamente toma valores desde —x a > .

~ N0, 1)

zamos o por S (desviacién muestral) obtenemos la expresion T = ,y de

), r (%) son valores
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3. La grafica de f(t) es de forma de campana, como se indica en la figura 7.11.

Figura 7.11 Distribucion t de Student.
4. La grafica de la distribucién t es parecida a la de la normal estdndar y se diferencia
fundamentalmente en que:

i) En las colas la t esta por encima de la normal estandar .
ii) En el centro la t estd por debajo de la normal estandar. Véase figura 7.12.

Figura 7.12 La distribucion t comparada con la distribucion normal estandar.

5. Cuando los grados de libertad son altos, los valores t coinciden con los de la normal
estandar.

Al igual que ocurre con la distribucién X’, cada valor de grado de libertad deter-
mina una distribucién t distinta, pero debido a que sélo algunos valores de area son
de importancia, la informacién pertinente para la ¢t se reduce a una tabla. Y esto es
lo que ocurre con la tabla IV.

Para obtener valores de area (probabilidad) de la distribucién t al emplear la
tabla IV tenemos en cuenta que cada una de las probabilidades que aparece en la
segunda fila es igual a la suma de las areas de las dos colas, segun se indica en el
diagrama de la parte superior de la tabla, en tanto que las que aparecen en la fila Q,
cada una es igual a una de las areas de las dos colas de una distribucién dada. Para
cada uno de los valores de k que aparecen en la columna izquierda de la tabla, la
partida de la tabla en una columna particular es el valor t por encima del cual queda
la probabilidad que aparece en la fila Q. Si bien s6lo aparecen en la tabla los valores
positivos de t, quedan implicitos los valores negativos, ya que la distribucién

es simétrica respecto de 0. Asi, para 10 grados de libertad (n = 11), la probabilidad es
0.10 de que los valores t sean mayores que 1.372, valor que se encuentra en la
interseccion de la fila 10 y la columna 0.1 para Q (0.2 para 2Q) y escribimos ¢, o) = 1.372

y se representa graficamente como se muestra en la figura 7.13.

En resumen, cuando se trata de inferencia respecto de la media en poblaciones
. . . Valx — .
normales de varianza desconocida, emplearemos la variable T= %’ la cual tiene

una distribucién t con (n — 1) grados de libertad.
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10%

1.372

Figura 7.13 El drea sombreada corresponde al 10% del drea total.

En el siguiente ejercicio se ilustra cémo se utiliza la distribucién t en la solucién
de problemas:

El gerente de una fabrica de cierto tipo de alimentos asegura que el peso promedio
del producto que elabora es de 165 g. Un consumidor desconfiado para probar lo
afirmado por el gerente decide escoger 16 paquetes del producto y pesarlos. Los
resultados fueron los siguientes: 165, 158, 153, 162, 171, 175, 173, 169, 166, 170, 164,
177, 148, 167, 152, 149. ;Evidencian estos datos que el gerente esta en lo cierto?
Suponga que los pesos se distribuyen normalmente.

La solucién a este problema la encontramos al seguir un procedimiento similar
al que empleamos antes. Asi que partimos de que es correcto lo planteado por el
gerente. Por tanto, la distribucién de los pesos es como se muestra en la figura 7.14.

165

Figura 7.14 Distribucién de los pesos del producto.

Ahora ubicamos la media muestral en el eje horizontal.
A partir de los datos obtenemos que la media y la desviacion muestral estan dadas
porX = 1636875, S = a,_, = 9.24

163.7 165

Debemos calcular P[X < 163.7]. Como se trata de poblacién normal y varianza
desconocida, empleamos la distribucién t.

p[ 8K 169 < VIR 191} = p[T < ~056] = P[T = 0.56]

que corresponde a una probabilidad mayor del 40%.

-056 0.56
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Por tanto, no se puede rechazar lo garantizado por el gerente.

Ejercicios 7.4

? 1. Resuma las caracteristicas de la distribucion t.
2. Explique en qué se diferencian la distribucién ¢ y la normal.

3. Determine los siguientes valores e ilustrelos graficamente.

a) s, 09 b} b2, 0975 ¢} t3 005

4. Dada una muestra aleatoria de n observaciones X, X,, ... , X, donde X ~ N(5, d?) y que da
un cociente \/_-MXT—M de distribucién tcon(n — 1)grados de libertad, responda lo siguiente:
alSin=25%=3y S = 2, ¢cual es el valor de t?
b)Sin =9X =2yt = -2 ¢cudl es el valor de 5?
c) Sin=25S =10yt = 2 ccudl es el valor de x?
d)SiS = 15X = ldyt = 3, ¢cudl es el valor de n?

5. Halle el valor g tal que:
a) tsq = 2571 b) fy0 q = 0688

6. Los siguientes son los tiempos que tardan 6 trabajadores de una gran empresa en tomar el
almuerzo: 27, 15, 20, 32, 18 y 26 minutos. ¢Justifican estos datos la afirmacién segun la cual el

‘ tiempo promedio que tardan los empleados en almorzar es de 20 minutos? Suponga ‘que los
tiempos se distribuyen normalmente.

DISTRIBUCION DE LA DIFERENCIA DE MEDIAS EN POBLACIONES
NORMALES INDEPENDIENTES

Es frecuente interesarse por la diferencia entre dos medias; por ejemplo, comparar
el contenido promedio por botella que proviene de dos embotelladoras.

La comparacion entre medias de dos poblaciones se realiza mediante la variable
D=X-Y.
Si tanto X como Yestan distribuidas normalmente y ademas son independientes, la
distribucién de D = X — Y puede determinarse segun el caso de la forma como se
senala en el siguiente teorema:

Teorema 7.6 Suponga que de una poblacién normal X de media p, y varianza o,
se extraen muestras de tamano n,; de una poblacién también normal Y de media u,
y varianza o?, se extraen muestras de tamafo n,. Si Xy Y son independientes =>

X -V - (e — py
o, 9
n n,

_ 2
(X =9 ~ Ny, = py, 7+ %). Esto es, Z =

tiene distribucién normal estandar.

Si de la poblacién normal X con media u, = 106 y varianza o°, = 240 )y de
una poblacién normal Y (independiente) con media w, = 95 y varianza ¢?, = 350
se extraen muestras de tamanos n, = 40y n, = 35 respectivamente. Calcule
a)P[(X — V> 18],b)P[8 < (X — V) < 20].
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Con base en el teorema 7.6 (X — Y) ~ N(106 — 95, 240/40 + 350/35). Esto es,
(X — Y) ~ NI(11, 16). Por tanto,

- — X-7- 11 - 11
aP[(X -V > 18]=P[( :] - 18 1= P[z > 1.75] =
4
=1 —-P[Z<175] =1~ 09599 = 0.0401
b)P[8<()7—7)<20]=P[8—;—”—< ‘X;Y’<2°_”]=
4

P[-0.75 < Z < 225] = 09878 — 0.2266 = 0.7612

Para que sea posible la obtencién de probabilidades de acuerdo con el teorema
7.6, es necesario conocer las varianzas de ambas poblaciones. Sin embargo, lo mas
frecuente es que tales varianzas sean desconocidas, pero son consideradas iguales.
Cuando esto ocurre, la diferencia de las medias se analiza al utilizar la variable T que
se define en el siguiente teorema:

Teorema 7.7 Suponga que de una poblacién normal X con media u, y varianza o,
desconocida se extrae una muestra de tamafo n;; de una poblacién normal Y con
media u, y varianza o?, desconocida se extraen muestras de tamafo n,. Si X'y Y son

X -7V - (n — 1)

independientes y ¢?, = ¢?y==>>Lla variable T = — tiene una
S e
distribucién tcon (n, + n, — 2)gradosde libertad.
(n, — NS% + (n, — NS%

S, eslaraizcuadradade S, = en donde S?, y S?, son

(n, + n, — 2)
las respectivas varianzas muestrales. 52,, se llama varianza ponderada.

El siguiente ejercicio nos permitira comprender mejor el uso de la distribucion
t en el estudio de diferencia de medias.

Dos grupos de trabajadores se sometieron a una prueba consistente en la medi-
cién del tiempo que necesité cada uno de ellos para llevar a cabo una labor especifica.
Los tiempos (en minutos) fueron como se anota en la siguiente tabla:

Grupol Grupo Il
15.3 21.2
18.7 224
223 18.3
17.6 19.3
19.1 17.1
14.8 27.7

a) Halle la diferencia del tiempo promedio muestral del grupo Hl y el grupo 1.

b) Suponga que el tiempo promedio requerido por los dos grupos es igual y halle la
probabilidad de obtener un promedio de diferencia mayor o igual a y—x.

Definimos las variables,

X = Tiempo que gasta un individuo del grupo | en realizar la tarea

Y = Tiempo que gasta un individuo del grupo Il en realizar la tarea
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Calculamos el tiempo promedio y la desviacion estandar muestral para el grupo |,

X=1797,8 = g,_, = 275

lgualmente, se tiene el tiempo promedio y la desviacion estandar para los tiempos

del grupo I,y = 21,S = 0,_, = 38

~5(2.75)2 + 5(3.8)° _

T 6+ 6 -2
Y- X 3.03

(332VVet % 332V%+ %

= P[T = 158] = 0.075 (al hacer una interpolacion).

De loanteriorsetieney — X = 3.03,5°, 11(S, = 332)

Ahora calculamos P[(Y — X) = 3.03] = P[

DISTRIBUCION DEL COCIENTE DE DOS VARIANZAS.
DISTRIBUCION F

En la seccion anterior se estudi6 la diferencia de medias. Pero, a menudo se encuentra
la situacién en que se requiere la comparacion entre dos varianzas de poblacién; es
decir, determinar si la variabilidad de una poblacién difiere de otra. La distribucion
F se emplea para estos casos.

La distribucién F, asi conocida en honor a R. A. Fisher, el primero en desarrollarla y
describirla, esta relacionada con la estadistica (variable aleatoria)

_ S
F= (7-14)
Y

en donde S% y S% son las varianzas muestrales de las dos poblaciones.

La distribucién F ademas de ser un medio que nos permite hacer inferencias
respecto de la varianza de dos poblaciones, también nos proporciona un modo para
comparar las medias de tres o mas poblaciones mediante la técnica conocida como
andlisis de varianza.

Como ocurre con cualquier otra distribucién, la distribucion F esta caracterizada
por su funcién de densidad, la cual estd definida de la forma siguiente:

x(m— n/2

+
Nm n)/2 (ﬂ)mlz =0
n

Nm/2) I(n/2)

[1 + (min)x)'™* ™72
flx) =

l 0, en cualquierotro caso
Im + n)/2, Nm/2) In/2) son valores de la funcién gamma.

La complejidad matematica de la expresion que define la funcién de densidad
de una variable aleatoria con distribucion F no nos permite ver con claridad las
caracteristicas de ésta y s6lo lo que podemos decir aqui es que al igual que la
distribucién ji cuadrado, la distribucion F no toma valores negativos y tiene asociados
grados de libertad que constituyen sus parametros.

La representacion grafica de la distribuciéon F depende de sus grados de libertad.
Véase figura 7.15.
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Figura 7.15 Distribucién F para distintos grados de libertad.

La distribuciéon F, como ya se dijo al comienzo de esta seccién, esta relacionada con
2

el cociente de varianzas -STX— en donde S%; y S%, son las varianzas muestrales. La
Y

forma como este cociente la determina, es como sigue:

Supongamos que dos variables aleatorias independientes X, Y sean ambas normales,

esto es, X ~ N(uy, 0%x), Y ~ Nlgy, 0%y). Si tomamos dos muestras de X y de Y

respectivamente de tamafio m y n, y se obtienen las estimaciones S%, S%, de las

varianzas poblacionales, entonces como ya se establecié en la seccién 7.6,

Xim o1 = (L;Tl—)s—x— YX @ = _("_azﬁ y asi al hacer el cociente tenemos,
Cog - /lm — 1) _ [m = DS’ ]/m = 1) _ (m = 1S%/(m — 1)o’
X ofln — 1) [(n — NS ] In — 1) (n — NS ln— 1>y
UZY S o? s2
= X = F=2rx2x (7-14)
x s%, ?x S
La variable F definida por (7-14) se dice que tiene distribucién Fcon (m ~ 1) grados
de libertad en el numerador y (n — 1) grados de libertad en el denominador y se

denota F ~ F,, - 1 n - 1

En cuanto al manejo de la tabla de la distribucién F presenta como hecho
particular que hay que considerar dos niimeros para los grados de libertad. Esto hace
que dicha distribucién en cuanto a su tabulacién sea bastante extensa comparada con
la tabulacion de las otras distribuciones que hemos considerado hasta ahora, como
la x* y la distribucién t. La tabulacién de la distribucién F se puede hacer de distintas
formas; la que se ofrece en la tabla V es una de ellas.

Dado un valor de area g, la fila superior de la tabla enumera los valores n,
llamados grados de libertad del numerador; la primera columna enumera los valores
n, llamados grados de libertad del denominador y la partida de la tabla es el valor
F, que se suele designar por Fg, , ; », Que separa la parte q superior de la distribucién
F con n,; y n, grados de libertad.

La tabla se ha construido al suponer que la varianza mas grande esta en el
numerador de la ecuacién (7-14) y la varianza mas pequefa esta en el denominador.
Por consiguiente, el valor F ha de ser siempre mayor que 1. Solamente cuando m y
n tienden ambas hacia infinito.

Vamos a buscar Fig, 10, 5 con el empleo de la tabla V.
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Nos remitimos a la parte de la tabla encabezada con la leyenda "valores del 10 por
ciento superior”. En la horizontal, grados de libertad del denominador, buscamos el
namero 10 y en la vertical, grados de libertad del denominador, ubicamos el nimero
15. En la interseccion de las dos rectas imaginarias que parten de estos nimeros
encontramos el nimero 2.06. Este nimero se interpreta de la manera siguiente: “la
probabilidad de observar un valor Figual o mayor a 2.06 es de 0.1".

Igualmente tenemos Fg s, 12, 200 = 2.28

:Qué debemos hacer si necesitamos Fiqg, |5, 20) POr ejemplo?

Para encontrar valores como este aplicamos la siguiente férmula valida para la distri-
bucién F

1
Fl; iny) T
mina F(l-q;nz;nl)
1 I
En nuestro caso, F5 9. 5. = = = 0.52
(09:15:20 Fo.1;20; 15) 1.92

MUESTREOQ EN POBLACIONES FINITAS

Como ya lo hemos sefialado al comienzo, sélo en poblaciones finitas es posible pensar
en la alternativa de muestreo con repeticién o muestreo sin repeticion. También se
ha senalado, y asi se ha comprobado, que cuando se hace muestreo con repeticion
a partir de poblaciones finitas, los resultados se asimilan al caso de muestreo en
poblaciones infinitas, en donde por naturaleza el muestreo es con repeticién. Cuando
se hace dicho muestreo, sea la poblacién finita o infinita, la estadistica muestral X
presenta una media igual a la de la poblacién y varianza la de la poblacion dividida
entre el tamano de la muestra. Esto es, ugx = m x, 0°%x = 0 x/n. Pero si el muestreo
es sin repeticion, ¢se cumple la misma relaciéon?
Para responder este interrogante, tomaremos en consideracién la poblacién S =

{2, 4, 6, 8} que ya se tuvo en cuenta al comienzo del capitulo cuando se estudi6 el
caso del muestreo con repeticién. Las muestras posibles de tamafo dos sin repeticion
que podemos tomar de esta poblacién son las que se dan (también los valores de
X) en la tabla 7.7, en donde X, representa el valor de la primera observacion y X, el
valor de la segunda.

Tabla 7.7 Diferentes muestras posibles de tamano dos sin repeticion tomadas de
S = {2, 4,6, 8}

_?q‘

Muestra

O 00 ~1C N &AW —
CBRNOAENR®ON®O N X
- NIC ISRV SN NEV, VOV, RNV -

WO R RANNN
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A partir de la tabla 7.7 se obtiene la tabla 7.8 que muestra la distribucién de X

Tabla 7.8

Media muestral (X) Muestra Probabilidad, P(x)
s ; T - I
; Colos et
: |-
7 2 3=

Es claro que como la poblacion permanece fija uyx y o?x conservan sus valores. Esto
es, iy = 5ycix = 5

¢Ocurre algin cambio para upx?
1 1 2 l 1 +6 +
,L,—(=3(—)+4(—)+5(—)+6(—)+7(—)=3+4+‘0 6 +7
6 6 6 6 6 6

= 30
6

=5

Asique ug = .1o mismo que ya se habia tenido para el muestreo con repeticion.
Mmx Hx y =St
¢Es la varianza ¢’z la misma que la del muestreo con repeticion?

7z = BEXY) - [EXT

- ! ! 2 ! 1Y/ _9 + 16 + 50 + 36 + 49
EX?) = 2(—)+ 42(—)+ 2(—)+ 62(—)+72(—)= =
XD = 3\% 6] 77 1% 6 6] 6
_ 160 _ 80
6 3

o802 3

Al recordar que cuando se consideré el muestreo con repeticion o’z = 5/2, entonces
podemos notar que las varianzas en los dos tipos de muestreo difieren. Esto siempre
ocurre en estos muestreos cuando de poblaciones finitas se trata.

¢Cudl es la relacién, si existe, entre o’z y 0°x?

2
N —n oy

Cuando el muestreo se hace sin repeticion se puede demostrar que o’ = =

en donde N es el tamafio de la poblacién y n el tamafio de la muestra. Esta relacion
se puede comprobar facilmente en el problema que venimos analizando. En efecto,

— — , N-n g 4-2 5 2Y[s) _ s
paraeste caso N = 4yn = 2,y asi N A T 7T 3 = (7)(7) = =

En resumen, tenemos respecto del muestreo sin repeticion el siguiente teorema:
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Teorema 7.8 Sea X una variable aleatoria con media muestral X definida en una
poblacién finita. Si el muestreo se hace sin repeticion => pz = pyxy 0’5 =

—[N-»n oy

N -1 n
Como se puede observar, la varianza de X cuando se hace este tipo de muestreo es
igual a la varianza de X cuando se hace con repeticién multiplicada por x - ’l' , este

numero se llama factor de correccién para poblacién finita y sélo se tiene en cuenta
cuando el cociente n/N, llamado fracciéon de muestreo es mayor de 0.05. Finalmente,
N -n
N
que al hacerse con repeticién. Esto es, X presenta menor variabilidad cuando el
muestreo es sin repeticién. \

Ejerciclos | 7.5 I , o

’ 1. Explique la relacién entre las distribuclones F'y X

al ser < 1, entonces la varianza de X cuando se hace sin repeticién es menor

2. Explique cémo se relaciona la distribucién F con la distribucién normal.
3. Describa algunas caracteristicas importantes de la distribucién F.

4. Halle los valores k para las probabilidades siguientes:

a) P[F= k] = 005, dadosm = 12yn = 13
b) PIF = k] = 00t,dadosm = Syn = 40

c) PIF = k] = 0025 dadosm = 40yn = 10
d) P[F = k] = 095 dadosm = 10yn = 20
el PIF = k] = 099, dadosm = 20yn = 10
fl PIF< k] = 00l,dadosm = 10yn = 20
g) P[F < k] = 005 dadosm = 20yn = 10

5. Una poblacién estd compuesta por N = 5 nifios cuyas edades son 2, 3, 5, 6, 8. Se escoge un
nifo al azar. Considere la variable X, definida como X = edad del nifio.

a) Describa todas las posibles muestras de tamano dos con repeticion.
b) Describa todas las posibles muestras de tamafio dos sin repeticion.

c) Compruebe que uz = py, o’x = 0%/ n cuando el muestreo se hace con repeticién.
N - nd
‘ d) Compruebe que gz = py, 0% = N I—ﬁl





