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Objetivos del capitulo

Después de estudiar este capitulo, se debera estar en condiciones de:

. Explicar qué es una distribucioén probabilistica.

. Definir una variable aleatoria y dar ejemplos.

. Explicar en qué forma puede servir de modelo una distribucion probabilistica.

. Enunciar los supuestos propios de la distribucién binomial.

. Establecer los supuestos relacionados con la distribucién de Poisson.

. Utilizar las tablas y formulas binomiales para obtener probabilidades.

. Emplear las tablas y férmulas de Poisson para calcular probabilidades.

Utilizar la distribucién de Poisson para aproximar probabilidades binomiales.

. Resolver problemas sencillos que comprendan probabilidades binomiales o de
Poisson.

Sinopsis del capitulo
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Variables aleatorias
Valor esperado de una variable aleatoria
Sumas de variables aleatorias
Distribuciones probabilisticas
Distribuciones discontinuas
Distribucion binomial
Formula binomial
Tablas binomiales
Probabilidades binomiales individuales
Tabla binomial acumulativa
Caracteristicas de las distribuciones binomiales
Distribucién de Poisson
Formula de Poisson
Aplicacién que comprende el tiempo
Aplicacibn que comprende el area
Tablas de Poisson
Probabilidades individuales de Poisson
Tabla acumulativa de Poisson
La distribucién de Poisson como una aproximacion y la binomial
Otras distribuciones discretas.
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INTRODUCCION

¢POR QUE CUANDO se tira al aire una moneda, algunas veces cae cara y otras veces
cruz? ;Por qué cuando se arroja un dado, éste cae sobre una cara en lugar de caer sobre
cualquier otra? Se dice que éstas y otras situaciones semejantes son regidas por el azar,
pero, ;qué es exactamente el azar?

La mejor explicacion seria considerar el azar como la interaccion de un gran namero
—quizé en extremo grande— de factores que influyen colectivamente en el resultado de
un experimento o muestra. No parece aventurado suponer, en el caso del dado, que la
fuerza con la que se arroja, las corrientes de aire, el angulo que forma al caer, el “‘coefi-
ciente de rebote”’ respecto de la superficie sobre la que cae, las veces que se haya agita-
do antes de lanzarse, etc., influyen en el resultado. Como seria virtualmente imposible
controlar o regular todos estos factores, o predecir como interactian en cualquier tira-
da para afectar el resultado, no se puede especificar con precision cual sera el resultado
que se obtendra en determinado tiro. Ademas, la misma incapacidad para saber por
anticipado qué resultado, de un conjunto posible, se obtendra en cualquier intento es
una caracteristica inherente de todo proceso en el que interviene el azar, como en el ca-
so de barajar naipes, sacar conejos de un sombrero o del muestreo.

Por otra parte, si se supone que los mismos factores interactian de igual o semejante
forma con respecto a muchas observaciones repetidas, se observa que existe predicibili-
dad “‘en el largo plazo”. En otras palabras, determinados resultados pueden ser mas
factibles que otros, lo cual seria mas evidente, dado un namero considerable de obser-
vaciones.

VARIABLES ALEATORIAS

La variable que tiene resultados o valores que tienden a variar de observacion en ob-
servacion debido a los factores relacionados con el azar, recibe el nombre de variable
aleatoria. Es muy conveniente, dada su importancia practica, definir una variable
aleatoria asociada con una muestra o experimento, de tal manera que sus resultados po-
sibles sean numéricos. Por ejemplo, el experimento de tirar la moneda una sola vez
tiene dos posibles resultados, C y Cr*, los cuales no son numéricos. De otra manera, el
“namero de caras de una tirada’’ se consideraria como la variable aleatoria que tiene
como posibles valores numéricos 0y 1. Por la misma razén, nuestra variable aleatoria
podria ser ‘‘el nimero de cruces en una tirada’. En el caso de una moneda que se tira

N. del S. Se adoptan estos simbolos para designar al anverso o cara y al reverso o cruz, respectivamente de
una moneda. :

114
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dos veces al aire, la variable aleatoria podria ser ‘‘el namero de caras en dos tiradas’’, y
tener como posibles resultados 0, 1, 2. Otra variable aleatoria podria ser el nimero de
clientes que entran a una tienda de discos en un lapso de 20 minutos: 0, 1, 2, 3, 4,....
Aun mas, otra variable aleatoria podria ser la estatura de los estudiantes de una clase
en la Universidad, con una variedad continua de valores que quedaria comprendida
entre 1.20 m y 2.10 m.

Una variable aleatoria es una funcién valorada numéricamente, cuyo
valor esta regida por factores en los que interviene el azar.

Las variables aleatorias pueden ser discretas o continuas.

Una variable aleatoria se considera discreta si los valores que asume se
pueden contar.

Como ejemplos representativos de variables aleatorias discretas se encuentran el niime-
ro de accidentes que ocurren durante una semana, namero de defectos de los zapatos,
cantidad de cosechas perdidas, nimero de terremotos, niimero de juegos perdidos por
inasistencia y la cantidad de libros que hay en un estante.

Una variable aleatoria se considera continua si puede asumir cualquier
valor dentro de un determinado intervalo.

Una variable continua tiene un nimero infinito de valores posibles. Como ejemplos
tipicos tenemos: peso de las cajas de naranjas, altura de los pinos, duracion de una con-
versacion telefénica y el tiempo que se requiere para llevar a cabo un examen de tipo
ensayo.

La diferencia que existe entre variables aleatorias discretas y continuas es muy im-
portante, debido a que los diferentes modelos de probabilidad (distribuciones) se utili-
zan segun el tipo de variable aleatoria en consideracion.

Valor esperado de una variable aleatoria

Si una variable aleatoria x asume los valores xy, x,, X3, . . ., X., con las probabilidades
correspondientes p,, P, Ps, - . . » Pn, €ntonces el valor esperado de la variable aleatoria
E(x)es
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prXy + paXy + paXy + 0+ PuXy

Por tanto*

E(x) = Z DiX;

i=1

Supongase que una tienda de aparatos electrodomésticos ha reunido los siguientes
datos sobre ventas de congeladores:
X;
Cantidad de P(x)
congeladores vendidos Frecuencia relativa.

0.20
0.30
0.30
0.15
0.05

1.00

BRI - O

E(x) = 0.20(0) + 0.30(1) + 0.30(2) + 0.15(3) + 0.05(4) = 1.55

Como obviamente la tienda no puede vender en realidad 1.55 congeladores en un dia
determinado (dado que la cantidad vendida es una variable discreta que consta de los
enteros 0, 1,2, 3 y 4), la pregunta obvia es como interpretar dicha cifra. Es muy simple,
el valor esperado es un promedio de largo plazo.

En forma semejante, si se tira un dado no cargado, ¢cuél es el valor esperado de una
tirada? Hay seis resultados que tienen la misma probabilidad, y el valor esperado es

D+ EQ+EB)+ @)+ §(5) + §(6) = 3.5

Una vez mas, 3.5 es un evento imposible en lo referente a una sola tirada, pero cier-
tamente es razonable en términos de. un promedio calculado sobre muchas pruebas.

El valor esperado de un experimento es un promedio, y se puede calcular
como sigue

E(x)= )Y px

i=1

Es interesante observar que el valor esperado se puede calcular aun cuando no se ha-
yan llevado a cabo observaciones muestrales, como en el caso del dado, y ¢l valor espe-
rado se puede estimar a partir de datos de muestreo, como en el ejemplo de las ventas
de congeladores.

*Cabe observar que esto es idéntico a la determinacion de la media de una distribucion de frecuencias utili-
zando frecuencias relativas.
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Ejemplo 1 Un inversionista se da cuenta de que tiene una probabilidad de 0.40 de ob-
tener una utilidad de $25 000, y una probabilidad de 0.60 de perder $15 000 en una in-
versibn. Su ganancia esperada es

0.40(25 000) + 0.60(— 15 000) = $1 000

Obsérvese que la pérdida de $15 000 tiene el signo menos.

Ejemplo 2 Un contratista hace las siguientes estimaciones:

Probabilidad Tiempo de terminacion

0.30 10 dias
0.20 15 dias
0.50 22 dias

El namero esperado de dias para la terminaci6n del proyecto, segan estas estimaciones,
es
0.30(10) + 0.20(15) + 0.50(22) = 17 dias

Los calculos de valor esperado pueden comprender el nimero de ocurrencias, como:
el namero de errores cantidad de productos defectuosos, namero de accidentes, etc.,
asi como determinados resultados financieros, como utilidades, pérdidas o ganancias,
rendimientos de inversion, etc.

Cuando las decisiones en finanzas se basan en valores esperados, se supone que existe
una valuacién lineal de las cantidades de dinero. Es decir, se supone que el valor de una
cantidad de $ 2000 es el doble del valor de $ 1000 para el tomador de decisiones. Pero
éste no siempre es el caso. Si una persona necesita una moneda de 10 centavos para hacer
una llamada telefénica, nueve centavos no se pueden considerar como el 90% de la mo-
neda de 10. En forma similar, si una pequefia compaiiia constructora necesita § 50 000
para seguir laborando, debe considerar dos ofertas: un 10% de probabilidad de obtener
$ 50 000 en una obra [valor esperado = 0.10°(50 000) = $ 5000], o bien, un 90% de
probabilidad de obtener $ 30 000 en otra [valor esperado = 0.90 (30 000) = 27 000] po-
siblemente seleccionaria el trabajo mas riesgoso y que tiene el valor esperado mas bajo,
ya que necesita los $ 50 000 para seguir su negocio. En este caso se diria que hay una va-
luacion no lineal.

Sumas de variables aleatorias

Existe cierto namero de situaciones en las que se deseara considerar una variable ale-
atoria que sea por si misma la suma de dos o més variables aleatorias. En estos casos se
debe poder determinar la media y la desviaci6n estandar respecto a la variable aleatoria
resultante. Supdngase que se tienen dos variables aleatorias, x, y, y que se conoce la
media y la desviacion estandar de cada una. A partir de esta informacion, se puede de-
terminar la media y la desviacién estandar de la suma de las dos variables aleatorias. Si
para x se tiene u, y 0., Y para y, u, y 0,, entonces para x + y se tiene
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=2 -2
Aux+y=1ux+#y y ax+y=Vgx +6)‘

Notese que las desviaciones estandar nunca se suman, solamente se pueden sumar
las variancias. Por tanto, para encontrar la variancia del total, se suman las variancias.
Posteriormente se saca la raiz cuadrada de la variancia total si se quiere obtener la des-

viacion estandar del total. Por ejemplo, se conectaran dos tramos de tuberia, que pro-
vienen de una distribucioén que tiene una media de 10.0 pies y una desviacion estandar
de 3 pies. Es posible calcular la media y la desviacion estandar de dicha seccion.

Y =, =10 6, =0,=3
#x+y: 10+ 10:20 ) ax+y= \/32 + 32 =424

Si se hubiera querido unir cuatro tramos de tuberia, la media y la desviaciOn estan-
dar de la longitud total hubieran sido '

p=10+10+10+10=40 o=43"+3"+3"+3°=60

La media de la suma de dos o0 mas variables aleatorias es igual a la suma
de las medias de dichas variables. ‘

La variancia de la suma de dos o mas variables aleatorias es la suma de
las variancias de dichas variables.

EJERCICIOS

1. Clasifique cada una de las variables aleatorias siguientes, ya sea como discretas o

continuas:

a. Las edades de nifios que estan en una cafeteria.

b. El namero de nifios que se encuentran en una cafeteria.
c. Litros de gasolina vendidos el martes en una gasolinera.
d. Numero de actores de una obra de teatro.

2. El 10% de autos usados de un lote tienen problemas con el sistema eléctrico. Si
hay 82 automoviles en el lote, ;cuél es el niimero esperado de autos del lote que
tienen problemas con el sistema eléctrico?

3. El nimero de llamadas telefénicas que se registran en un conmutador, y sus res-
pectivas probabilidades en un intervalo de tres minutos, se ilustra en la siguiente
tabla:

Total

Namero de llamadas 0 1 2 3 4 5
Frecuencia relativa 0.60 O.ZQ_ 0_19 004 0.03 0.03 1.00
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Segan el promedio ;cuéntas llamadas se podrian registrar en un intervalo de tres
minutos?

Una compaiiia esta trabajando en cuatro proyectos independientes, A, B, Cy D,
con utilidades esperadas de $ 4000, $ 5000, $ 10 000 y $ 20 000, y con desvia-
ciones estandar de $ 100, $ 300, $ 200 y $ 400. Determinar la utilidad esperada
total de esos cuatro proyectos y la desviacion estandar de dicho total.

. Una variable aleatoria x tiene una media de 15 y una variancia de 2, en tanto que
-una variable aleatoria y tiene una media de 6 y una variancia de 1.

a. Encuentre g, b. Determineo,,,

. La Secretaria de Salud Publica informa que alrededor del 15% de los adultos de

la nacion se veran afectados por determinada enfermedad en los siguientes 12
meses. En el caso de una ciudad con una poblacidn de 250 000 adultos, ;cuantos
se espera que surgiran con dicha enfermedad?

. Una pasteleria llevo un registro de los pedidos (ver la tabla) de pasteles de choco-

late de 7 pisos. Encuentre el nimero esperado de los pedidos de pasteles.
Total

Nuamero de pasteles/dia 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Frecuencia relativa 0.020.070.090.12 0.20 0.20 0.1 0.10 0.01 0.01  1.00

. Un proceso de fabricacion que consiste de tres pasos requiere de un tiempo pro-

medio de 15 minutos para la terminaci6n del primer paso, 25 minutos para el se-
gundo y 30 minutos para el tercero. Las desviaciones estandar respectivas son de
tres, cuatro y cinco minutos. Encuentre la media y la variancia del tiempo total
de terminacion del proceso.

. Un billete de loteria tiene 0.00001 de probabilidad de ganar $ 100 000, 0.0002 de

de ganar $ 50 000 y 0.004 de ganar 25 000 ;Cual seria el precio justo que se
deberia pagar por el billete?

Se selecciona un varén de un numeroso grupo. El peso promedio del grupo es de
81 kg y la desviacion estandar es de 9 kg. También se escogera una mujer de un
grupo semejante, que tiene una media de 63.5 kg y una desviacion estandar de 6
kg. Obtenga la media y la variancia de los pesos combinados de un hombre y una
mujer.

Repita el ejercicio 10, pero ahora considerando los pesos combinados de tres
hombres.

DISTRIBUCIONES PROBABILISTICAS

Son las de distribuciones de frecuencias para los resultados de un espacio muestral (por
ejemplo, para los resultados de una variable aleatoria). Las frecuencias son frecuencias
relativas, o probabilidades. De este modo, las probabilidades indican el porcentaje de
veces respecto a un gran niumero de observaciones en que se espera que se presenten los
diversos resultados de una variable aleatoria. A menudo se utilizan tablas o graficas para
mostrar como la probabilidad total asignada a un espacio muestral (100%) se distribu-
ve en relacion con los resultados de dicho espacio.
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Una distribucién probabilistica es una distribucion de frecuencias relati-
va respecto a resultados del espacio muestral; sefiala la proporcion de
veces en que la variable aleatoria tiende a adoptar diversos valores.

Considérese la variable aleatoria ‘‘ntimero de caras al tirar dos veces al aire una mo-
neda’’. La lista de los puntos en el espacio muestral y los valores correspondientes de la

Valor dela
Resultado variable aleatoria
CrCr 0
CrC i
CCr 1
CC 2

Si la moneda no esta cargada, P(C) = P(Cr) = % Las probabilidades de los diferen-
tes resultados son

Resultado Probabilidad del resultado Numero de caras P{x)
Cr Cr 1) =4 0 0.25
1) = L
1 cara {Cr C f(f) 71 i 0.50
CCr i) =4
CccC i =1 2 0.25

De esta manera la distribuciéon de probabilidad para el namero de caras al tirar dos ve-
ces una moneda comin es

Namero de caras Pix)
0 0.25

1 0.50

2 0.25

1.00

Obsérvese que las probabilidades suman 1.00, ya que los resultados muestran que
son mutuamente excluyentes y colectivamente exhaustivos. La misma distribucion se
puede mostrar en forma acumulada.

Numero de caras P(x 0 menos)

P o O
[}
~J
w
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Graficamente, esto se presentaria segin se muestra en la figura 4.1.

FIGURA 4.1 Distribucion probabilistica individual y distribucion probabilistica acumulada
para el *‘nimero de caras al tirar yna moneda dos veces’’.

Supoéngase que una moneda se lanza en una situacion donde P(C) = 0.60 (y asi,
P(Cr) = 0.40). Por tanto, se tiene una distribucion probabilistica diferente para el ni-

mero de caras al tirar dos veces la moneda.

Probabilidad Numero de caras Probabilidad
CrCr 0.40(.40) =0.16 0 0.:0
CrC  0.40(.60) =0.24
CCr  0.60(40) = 0.24 : 0.48
CcC 0.60(.60) = 0.36 2 0.36

1.00 1.00

Graficamente, esta distribucion se representaria como se muestra en la figura 4.2.

Notese que, dada una distribucion de probabilidad, es facilmente evidente que algu-
nos resultados de una variable aleatoria sean mas probables que otros. Ademas, la pro-
babilidad de un determinado resultado, o grupo de resultados, se puede determinar sin
mucho esfuerzo. En términos practicos, por lo general no es necesario molestarse en
calcular cada una de las probabilidades para obtener una distribucion probabilistica.
Para ello se dispone de tablas y formulas. En consecuencia, el problema real no es
¢¢;como se derivan los valores?’’, sino ¢‘‘como se utilizan las distribuciones para resol-
ver problemas?”’

Ahora, ademas del hecho de que las distribucioties probabilisticas proporcionan un
método sencillo para la determinacion de ciertas probabilidades, los tipos de distribu-
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FIGURA 4.2 Grafica de la distribucién probabilistica para el u@mero de caras en dos lan-
zamientos de una moneda’’ cuando P(caras) = 0.60 en cada tirada.

cion se pueden considerar como modelos que describen situaciones que comprenden re-
sultados generados aleatoriamente. ,

En el Capitulo 1 se explico el uso de modelos como base para la toma de decisiones
racionales. Los modelos comprenden establecer supuestos simplificadores y eliminar
detalles sin importancia y a menudo se puede utilizar para hacer que los problemas
complejos sean mas cortos y faciles de manejar.

Un resultado de esta simplificacion en el uso de modelos es que en sus formas mas
puras, pocos problemas son realmente Ginicos. En consecuencia, con mucha frecuencia
se puede utilizar un reducido numero de modelos basicos para obtener soluciones para
una amplia variedad de problemas que, a primera vista, parecen no estar relacionados.
Esto es especialmente cierto en la labor estadistica. Algunos modelos basicos se pueden
utilizar para resolver la mayoria de los problemas. Por ejemplo, el tirar al aire mone-
das, encontrar articulos defectuosos en una remesa de productos manufacturados, y €l
adivinar las respuestas en un examen, generalmente se manejan mediante el mismo tipo
de distribucion probabilistica. La identificacion de esto ha dado lugar al desarrollo de
un conjunto de técnicas estandarizadas tiles para la obtencion de soluciones para
muchos problemas ‘“diferentes’’. Esto permite a un administrador u otra clase de ana-
lista emplear la estadistica para resolver un determinado p/roblemasin tener que empe-
zar cada vez desde el principio.

En estadistica existe una gran variedad de tipos de distribuciones probabilisticas, cada
una de lascuales tiene su propio conjunto de supuestos que definen las condiciones en las
que cada tipo de distribucion se puede emplear eficazmente. La clave del uso de distribu-
ciones probabilisticas es hacer corresponder los supuestos de un tipo de distribucion con
las caracteristicas de la situacion real. Una vez que se lleva a cabo la correspondencia, el
analisis se transforma en una cosa relativamente simple, ya que las distribuciones
probabilisticas se pueden utilizar para resolver una clase de problemas, y todos ellos,
dentro de cada clase, se manejan esencialmenté de la misma manera.
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En este capitulo se presentan algunos tipos de distribuciones probabilisticas, basicas
pero muy importantes. A medida que se avance, el lector debera concentrarse en las
preguntas siguientes:

1. ;Qué supuestos o restricciones basicas requiere cada una de las distribuciones
probabilisticas? Este conocimiento es vital para lograr una correspondencia satis-
factoria entre una variable aleatoria y la situacion real.

2. ;Como se pueden utilizar las distribuciones probabilisticas en la resolucion de
problemas?

La validez de utilizar determinada distribucién para un problema, dependera de qué
tan cerca se aproxime la situacién de éste al conjunto de condiciones supuestas por la
distribucion probabilistica. En general, cuanto mejor sea la correspondencia, mejor se-
ra la respuesta.

La esencia de un analisis estadistico es hacer corresponder la suposi-
ciones de cierta distribucibn probabilistica con los datos especificos de un
problema determinado.

La siguiente explicacion de las distribuciones probabilisticas est4 organizada en dos
partes: en este capitulo se estudian las distribuciones discontinuas, en tanto que las
distribuciones continuas se consideraran en el siguiente.

DISTRIBUCIONES DISCONTINUAS

Las distribuciones probabilisticas discontinuas comprenden variables aleatorias para el
conteo de datos, como el nimero de acaecimientos por muestra o la cantidad de
ocurrencias por unidad con respecto a un intervalo de tiempo, area o distancia. En pa-
ginas siguientes se hablara acerca de dos distribuciones discontinuas muy importantes:
la binomial y la de Poisson.

DISTRIBUCION BINOMIAL

El término ‘‘binomial’’ se utiliza para designar situaciones en las que los resultados de
una variable aleatoria se pueden agrupar en dos clases o categorias. Por tanto, los da-
tos son nominales. Las categorias deben ser mutuamente excluyentes, de manera que es
evidente a qué clase pertenece una observacion en particular, y las clases deben ser co-
lectivamente exhaustivas, por lo que no es posible obtener ningin otro resultado.
Hay muchos ejemplos de variables aleatorias que se pueden clasificar como bino-
. miales: respuesjas a un examen de verdadero-falso, respuestas afirmativas o negativas
a un cuestionarjo, productos manufacturados clasificados como defectuosos o satis-
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factorios, pequefios de un jardin de nifios que han sido vacunados o no, y sistemas de
calificacion de aprobado-no aprobado. Ademas, en general, las variables con resulta-
dos miltiples se pueden, tratar como binomiales cuando s6lo uno de los resultados es de
interés. De ahi que las respuestas a un examen de opcion miltiple pueden ser correctas o
incorrectas; en una urna puede haber canicas de cinco colores, pero si lo que deseamos es
sacar solo una canica verde, el resultado se puede considerar como verde- no verde; o
bien, puede haber cinco aspirantes para una sola vacante de empleo, y el resultado final
se puede establecer en términos de aceptado o no aceptado. De igual forma, la corres-
pondencia puede ser local o para el extranjero, y las llamadas telefonicas pueden ser lo-
cales o de larga distancia. Aun los resultados de una variable continua se pueden redu-
cir a dos clases mutuamente excluyentes. Por ejemplo, la velocidad de un automovil se
puede considerar (y comanmente asi ocurre) como dentro del limite legal de velocidad
o por encima de dicho limite. Similarmente, se puede decir si un atleta corre 1 km en
menos de cuatro minutos o si no lo logrd, si una persona tiene una estatura mayor de
1.80 o no, etc.

Es completamente normal referirse a las dos categorias de una distribucion binomial
como ‘‘exito’’ y “‘fracaso’’, aunque para los objetivos del calculo no importa a cual se
le dé un nombre u otro, dado que las dos son complementos. Por ejemplo, si interviene
en un juego de azar con un amigo, el éxito de usted representa el fracaso de este Gltimo.

Con frecuencia, a las observaciones de un experimento binomial se les conoce como
“‘ensayos”’. Por ejemplo, un problema puede requerir la determinacion de la probabili-
dad de cinco resultados satisfactorios en siete ensayos (observaciones). .

La distribucion binomial sirve para determinar la probabilidad de cierto namero de
resultados satisfactorios en un niimero dado de observaciones. Por €j emplo, supbngase
que se sabe que el 80% de los votantes registrados en un distrito tienen mas de 30 aflos
de edad. Si alguien quiere saber la probabilidad —en una muestra de 10 votantes
registrados— de encontrar siete 0 mas votantes mayores de 30 afos, se diria entonces
que el éxito es igual a namero de votantes registrados, y que P(éxito) = 0.80.

Ahora, para utilizar la distribucion binomial es necesario satisfacer ciertos supues-
tos, los cuales se enumerarén a continuacion:

p—

. Existen n observaciones o ensayos idénticos.

2. Cada ensayo tiene dos posibles resultados, uno denominado ‘exito’’
y el otro ‘‘fracaso’’.

3. Las probabilidades de éxito p y de fracaso 1 — p se mantienen cons-
tantes para todos los ensayos.

4. Los resultados de los ensayos son independientes entre si.

Existen dos métodos para obtener las probabilidades de una variable aleatoria que esta
distribuida binomialmente. Uno de ellos consiste en utilizar la férmula binomial, y el
otro en consultar una tabla de probabilidades binomiales.
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Férmula binomial

Para calcular la probabilidad binomial es necesario especificar n, que €s el nimero de
ensayos; x, que es el namero de éxitos y p, que es la probabilidad de éxito en cada ensayo.
Supongase que p = 0.80[y por tanto, p(fracaso) = 0.20], y que se quiere determinar la
probabilidad de obtener tres éxitos (y un fracaso) en cuatro observaciones. Ahora hay
cuatro formas de obtener exactamente tres éxitos de cuatro observaciones. Cada una de
las formas se muestra a continuacion, junto con su respectiva probabilidad.

Ordenamiento Probabilidad

EEEF (0.8)(0.8)(0.8)(0.2) = 0.1024
EEFE (0.8)(0.8)(0.2)(0.8) = 0.1024

EFEE (0.8)(0.2)(0.8)(0.8) = 0.1024
FEEE (0.2)(0.8)(0.8)(0.8) = 0.1024
0.4096

La probabilidad de obtener tres éxitos y un fracaso, es la suma de todas las formas de
obtener tres éxitos en cuatro observaciones. En este caso, la suma es 0.4096. Se debe
observar que’cada situacion tiene la misma probabilidad de ocurrir, ya que los mismos
nimeros se multiplican juntos: solamente su orden es diferente. Esto siempre se
cumple.

Esta observacion conduce a las siguientes pautas. Las probabilidades de obtener re-
sultados binomiales se pueden determinar matematicamente, tomando en considera-
cién dos cosas: el nimero de formas en que puede ocurrir la situacion y la probabilidad
de una de dichas formas. Notese también que la primera es realmente el nimero de per-
mutaciones que se pueden distinguir,

n
(2

Mas atin, en el Apéndice B se presenta una tabla (tabla E) de valores seleccionados de
coeficiente binomiales, es decir

n

X

—por lo que generalmente es innecesario calcular esos valores.

Quiz4 el método mas sencillo para determinar la probabilidad de una de las si-
tuaciones es considerar el caso en el qae todos los éxitos ocurren primero y todos los
fracasos después. De tener tres éxitos y un fracaso, (es decir, EEEF) y la probabilidad
es entonces, (0.8) (0.8) (0.8) (0.2), o bien, (0.8)? (0.2)!. De este modo, P(x = 3) =
4(0.8)° (0.2)' = 0.4096.

Uniendo estas dos ideas —namero de formas y probabilidad de una de ellas— se ob-
tiene lo siguiente:
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n
P(x) = (x) P(éxitoy: P(fracaso)™*
en donde,

n .
< ) — namero de formas de obtener x éxitos y n-x fracasos en n ensayos
X

Notese que si se quiere obtener x éxitos en n observaciones, entonces se deben esperar
n — x fracasos, ya que x + n — x = n, que es el total de observaciones. (Siempre se
debera comprobar que los exponentes se sumen a n, al utilizar este meétodo.)

A continuacion se presentan algunos ejemplos de como utilizar la férmula para rea-
lizar los calculos.

Ry . n—x
n x P ( >P (1—p)

X

5
5 3 030 <

8> (0.11)5 0.89)

( 0.30)%(0.70)*
8 6 0.1

(0.44)5( 0.56)*

—
<

10 4 085

(
o s om |
(

) (0.85)% 0.15)°

I~

La formula también se puede emplear para obtener probabilidades acumuladas, al
calcular y posteriormente sumar las probabilidades individuales. He aqui algunos
ejemplos.

n p X Comprende Célculos P(x)
3

3 04 1 1 q (0.4)1(0.6)* 0.4320
5 )

5 02 0 0 0 (0.2)%0.8)° 0.3277
NS

: 5 5\,
5 02 1omenos 0,1 0 (0.2)°(0.8)° + | (0.2)'0.8*  0.7373

10 0.5 80 mas 8,9,10 <1(8)> (0.5%0.5)* + <lg) (0.5°00.5" + (ig) (0.5)1900.5)° 0.0547

10
10 0.7 6 6 < 6> (0.7)°(0.3)* 0.2001
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EJERCICIOS

Utilice la férmula binomial para contestar las siguientes preguntas.

1. Una empresa que fabrica mesas de billar sospecha que el 2% de su produccion
esta defectuosa en alguna forma. Si esta sospecha es correcta, encuentre la pro-
babilidad de que en una muestra de nueve mesas:

a. haya por lo menos una defectuosa.
b. no haya mesas defectuosas.

2. De los alumnos de una universidad, el 41% fuma. Se eligen seis alumnos para

conocer sus opiniones sobre el cigarro.

a. Encuentre la probabilidad de que ninguno de ellos fume.

b. Obtenga la probabilidad de que todos fumen.

¢. Determine la probabilidad de que por lo menos la mitad de los seis fumen.

3. El 12% de los que hacen reservaciones para un vuelo en avioneta a menudo no
llegan a tiempo para abordarla. Dicha avioneta tiene capacidad para 15 pasaje-
ros.

a. Obtenga la probabilidad de que las 15 personas que hicieron reservaciones

aborden la avioneta.
b. Si se anotaron 16 reservaciones, encuentre la probabilidad de que:

1) se quede una persona.
2) no se quede ninguna.
3) se quede mas de una.

4. Un vendedor de autos nuevos observa que el 80% de los autos vendidos son
regresados al departamento de servicio para corregir diversos defectos de fabri-
cacion en los primeros 25 dias después de su compra. De los 11 autos que se ven-
dieron en un periodo de cinco dias, ¢cul es la probabilidad de que:

a. todos regresen en el lapso de 25 dias para recibir servicio?
b. solo uno no regrese?

5. Suponga que el 8% de los emparedados que se venden en un estadio de béisbol se
pidan sin mayonesa. Si siete personas ordenan emparedados encuentre la proba-
bilidad de que:

a. todas los quieran con mayonesa.
b. solo una 16 quiera con mayonesa.

TABLAS BINOMIALES

Las tablas de probabilidad ofrecen un método muy practico para el analisis estadistico;
proporcionan probabilidades con muy poco esfuerzo. Hay dos tipos de tablas bino-
miales. Uno proporciona las probabilidades de los resultados Gnicos o individuales de
una variable aleatoria, en tanto que el otro establece las probabilidades de un conjunto
de resultados. Aun cuando las dos tablas contienen esencialmente la misma informa-
- ciobn, algunos problemas utilizan mas un tipo de tabla que otro, por lo que se habran de
considerar lo dos tipos. .
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Probabilidades binomiales individuales

Cuando el intéres radica en la determinacion de la probabilidad de un valor unico en
una distribucién binomial (como la probabilidad de obtener exactamente cuatro resul-
tados satisfactorios en seis observaciones), entonces puede ser muy atil una tabla de
probabilidades binomiales individuales. Como sucede con la formula, se requieren tres
factores de informacién: n, que es el nimero de observaciones, p, que €s la probabili-
dad del éxito, y x, que es la cantidad especifica de éxitos. .

En la tabla 4.1 se muestra parte de una tabla binomial. En la parte superior de dicha
tabla se indican los valores seleccionados de p, los cuales varian en incrementos de
0.05. En la parte inferior del lado izquierdo de la tabla se encuentran los tamaiios de la
muestra n. Obsérvese que, para cada n, el namero posible de éxitos x se listan (de 0 a
n). En el Apéndice se proporciona una tabla de probabilidades binomiales mas extensa.

Utilicese la tabla 4.1 para obtener la probabilidad. Supoéngase que se quiere en-
contrar la probabilidad de 5 éxitos (x = S)en 8 observaciones (n = 8) cuando la pro-
babilidad de éxito es 0.30. La tabla se emplea como sigue: ‘

1. En la parte superior se encuentran los valores de p, alli encontrara el que busca.
2. En la parte lateral de arriba hacia abajo, se localiza el valor n. Encuentre el nimero -
deseado de éxitos x en la lista de resultados respecto a ese subconjunto.
3. La probabilidad de x éxitos se encuentra en la interseccion de la fila situada en fa
parte 2 y la columna de la parte 1.
De este modo, la probabilidad de obtener exactamente 5 éxitos en 8 observaciones,
cuando la probabilidad de lograr éxitos en cada observacion es de 0.30 y 0.0467. En la

tabla 4.1 este valor se encuentra encerrado en un circulo.
La siguiente tabla ilustra las probabilidades que se encontraron en la tabla A del

Apéndice. Puede ser atil verificar en la tabla los nimeros presentados.

n Probabilidad de éxito P X P(x)

5 0.20 0 0.3277
8 0.60 3 0.1238
11 0.30 5 0.1321

Tabla binomial acumulativa

Muchos problemas en estadistica requieren del empleo de la probabilidad combinada
de un grupo de resultados en lugar de un resultado anico. Por lo general, los resultados
ae interés son aquéllos que son mayores a cierto niimero especificado. Por ejemplo, el
interés puede concentrarse en la probabilidad de obtener 5 0 menos caras en 10 tiradas
de una moneda. Tales preguntas se pueden contestar utilizando una tabla de probabili-
dades binomiales individuales, no obstante, este método requerira buscar las probabilida-
des en la tabla, y después sumarlas: P(0) + P(1) + PQ2) + P(3) + P(4) + P(5).
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Una alternativa mas eficaz es utilizar una tabla de probabilidades acumulativas, ya que
en una tabla de este tipo los valores individuales ya estan sumados (acumulados), lo
que ahorra tiempo, y reduce la posibilidad de cometer errores en el calculo.

El formato de una tabla binomial acumulativa es casi idéntica a la tabla de probabi-
lidades binomiales individuales. Los valores seleccionados de p y la probabilidad
de éxito se enumeran en la parte superior de la tabla, en tanto que el namero posible de
ocurrencias (éxitos) para varios tamafios muestrales se indica en sentido descendente en
uno de los lados de la misma. Las probabilidades que se muestran son para x o menos
éxitos, en lugar de para la probabilidad de exactamente x €xitos, como se observa en la
tabla de probabilidades binomiales individuales. En la tabla 4.2. se muestra una parte
de una tabla acumulativa. El valor encerrado en un circulo 0.9360, es la probabilidad
de que en tres observaciones haya dos o menos éxitos (es decir, 0 6 1 6 2) cuando la pro-

babilidad del éxito es 0.40. ‘
Una tabla acumulativa se puede utilizar en diferentes formas. Puede emplearse para

encontrar directamente la probabilidad de que x sea igual a cierto niimero especifico de
éxitos o menor a éste. Y se puede utilizar indirectamente para obtener, tanto la proba-
bilidad de que x sea mayor que cierto niimero de éxitos, como la probabilidad de obte-
ner exactamente x éxitos. Esto se debe al hecho de que los resultados son mutuamente
excluyentes y colectivamente exhaustivos; sus probabilidades en cualquier ejemplo
dado sumaran 1.00. Por tanto, si se encuentra P(x<6) = 0.72, entonces P(x>6) =
1.00 — 0.72 = 0.28.

Un pequefio truco que ayudara a evitar cierta confusion es enumerar o listar los re-
sultados posibles para una situacién dada, y subrayar los resultados para los que se de-

sea obtener las probabilidades. Por ejemplo, supbéngase que se quiere determinar la
probabilidad de 3 o menos éxitos en 7 observaciones. Primero se deberan enumerar los

éxitos posibles:

0123 4567
A continuacion, se subrayaran los de interés

01 2 3 4567

(3 0 menos)

Como la tabla muestra la probabilidad de x o menos éxitos, se puede buscar directa-
mente la probabilidad de 3 o menos [dados n y P(éxitos)]. Es decir

01 23 4567
la tabla muestra la probabilidad de cualquiera de este namero de éxitos.

Para obtener la probabilidad de mds de 3 (es decir, 4, 5, 6 6 7), se debera encontrar
la probabilidad de tres o menos y restarla de 1.00:

, 100%

I i
012343567
—_—

valor tabular 1 — valor tabular
También se puede utilizar una tabla acumulativa para determinar las probabilidades
indiv:duales. Por ejemplo, para encontrar la probabilidad de exactamente 4 éxitos,
reste P(3 o menos) de P(4 o menos):
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P(xs4)—P(x§3)=P(x=4)
Considérese este ejemplo. Si P(éxito) = 0.50 y n = 4 utilice la tabla acumulativa
para encontrar P(x = 3):

P(x < 3) comprende 1 2 3 yesiguala 0.9375
P(x <2) comprende | 2 yesiguala 0.6875
P(x = 3) comprende 3 yesiguala 0.2500

En la tabla 4.3 se ilustran los diversos usos de la tabla acumulativa, y la forma como
se pueden -obtener las probabilidades deseadas. Si se estudia con cuidado, se estara en
condiciones de contestar la mayoria de los problemas que puedan resultarle dificiles.

TABLA 4.3 Uso de una tabla binomial acumulativa
A. Lista de resultados deseados

Resultados

n=10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Leerenlatablaacumulativa

P(X <6) 6omenos O 1 2 3 4 5 6 directamente: P(6)
P(X <6) menosde6 0 t 2 3 4 5 directamente: P(5)
P(X > 6) 60 mas 6 7 8 9 10 1 — P(5)

P(X > 6) masdeb6 7 8 9 10 1 — P(6)

P(X =6) 6 6 P(6) — P(5)

B. Probabilidades para lo anterior, utilizando p = 0.30 y n = 10. Las probabilidades provienen de la
tabla B del Apéndice.

P(X <6) 0.9894
P(X < 6) 0.9527
P(X =z 6) 1 -09527 0.0473
P(X > 6) 1 -0.9894 0.0106

P(X =6) 09894 -09527 0.0367

Las tablas ofrecen el método mas sencillo y practico para determinar probabilida-
des, no obstante, hay situaciones en las que las probabilidades deseadas no se pueden
obtener a partir de tablas como las que se han venido empleando. Por ejemplo, sup6n-
gase que P(éxito) = 0.12. La tabla no incluye este valor. Para mayor seguridad, se dis-
pone de tablas mas grandes y extensas, y muchas bibliotecas las tienen en sus secciones
de referencia. Pero no siempre es practico hacer un viaje hasta la biblioteca. Por éstas y
otras razones, sera util emplear la formula binomial para obtener las probabilidades
deseadas.

Caracteristicas de las distribuciones binomiales

Cualquier tipo de distribucion probabilistica presenta ciertas caracteristicas que la dife-
rencian de otros tipos de distribucion de probabilidades. Muy a menudo conocer estas
diferencias proporciona una mejor comprension de cuando nitilizar un tipo de distribu-
ciébn, un mejor entendimiento de ¢4:a0 se pueden emplear algunas distribuciones a fin
de aproximar probabilidades para otros tipos de distribucién y, en general, una mejor
apreciacion de los conceptos del anélisis estadistico.
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Como los datos estan en forma de cuentas, el nimero de éxitos siempre debera ser
un valor entero (0, 1, 2, 3. . .). Sin embargo, algunas veces es (til expresar el nimero de
éxitos como un porcentaje del nimero de observaciones. Por ejemplo, 2 éxitos en 10
observaciones equivaldrian a 0.20 6 20%. Asimismo, otro método de representar una
distribucion binomial es utilizar una grafica de barras en lugar de un histograma. La
grafica de barras es especialmente til para ilustrar la distribucién cuando se trabaja
con un porcentaje de éxitos en lugar de con una cantidad de éxitos. Véase la figura 4.3.

La media de una distribuci6én binomial es el promedio a largo plazo, o el valor espe-
rado de una variable aleatoria binomial. La desviacion estandar de una distribucion bi-
nomial indica el grado en que los valores muestrales tenderan a variar a partir de la me-
dia de la distribucién. En el caso del binomio, tanto la media como la desviacion estan-
“dar se pueden expresar en términos del niimero o el porcentaje de éxitos. Las formulas
se presentaran a continuacion.

Media Desviacion estandar
Numero de éxitos np Jnp(1 = p)
Porcentaje de éxitos p p(l = p)n

. p=05
on=g

. T ‘o.od.,o,w;om 0.60 0.80 1.00

" Nﬁmmdeéxlm \, Porcentaje dé‘éxitos

FIGURA 4.3 Generalmente se utiliza un histograma cuando la variable aleatoria es el nume-
ro de éxitos; en lo referente al porcentaje de éxitos se utiliza una gréfica de barras.

Ejemplo 3  Supongase que la probabilidad de éxito es 0.10 y el namero de observa-
ciones es 100. Encuentre la media y la desviacion estandar de la distribucion probabilis-
tica, tanto para el nimero como para el porcentaje de éxitos.

Solucion:
Media Desviacion estandar

Niimero de éxitos 100(0.10) = 10 T000.10)(90) = 3

Porcentaje de éxitos 0.10 J0.10(0.90)/100 = 0.03

La media de 10 en lo referente a namero de éxitos se interpreta como el nimero prome-
dio de éxitos a largo plazo en muestras de 100 observaciones. En forma semejante, el
porcentaje de éxitos a largo plazo en muestras de 100 es 0. 10. Las dos desviaciones es-
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FIGURA 4.4 Una distribucibn binomial sera simétrica para p = 0.5, sesgada hacia la de-
recha para p < 0.5 y sesgada hacia la izquierda para p > 0.5.

tandar reflejan la variabilidad que presentaran las muestras individuales. Cabe obser-
var que el 3% de 100 es 3; las dos formas alternativas son equivalentes.

La distribucién binomial tiene dos parametros: p, que es la probabilidad de éxito, y
n, que es el niimero de observaciones. Cada combinacion de p y # se refiere a una distri-
bucién tnica o espacio muestral. Obsérvese como los valores sombreados en la tabla
binomial se utilizaron para elaborar las distribuciones de la figura 4.4.

En el caso de cualquier tamafio muestral n, una distribucion de probabilidad bino-
mial serd simétrica para p = 0.50, pero sesgada hacia la derecha si p es mayor que
0.50, y hacia la izquierda si p es menor de 0.50, como se muestra en la figura 4.4. Esta
tendencia a sesgarse cuando p no es 0.50 disminuye a medida que #» aumenta.

EJERCICIOS

1. Utilice una tabla binomial (ya sea individual o acumulativa) para determinar la
probabilidad de x éxitos:

Numero de observaciones P(éxitos)) X
a. 5 0.2 0
b. 5 0.3 1
C. 5 0.5 1 o menos
d. 10 0.1 2 o menos
e. 10 0.1 2 o mas
f 10 0.9 8 0 menos
g 10 0.7 263
h. 12 0.7 3 0 menos

2. Los registros de una pequefia compaiiia de servicios indican que el 40% de Ja
facturas que envian son pagadas después de la fecha de vencimiento. Si se enviu
14 facturas, encuentre la probabilidad de que:
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a. ninguna se pague con retraso.
b. cuando menos dos se paguen con retraso.
¢. cuando menos la mitad se paguen con retraso.

. Una compailia de exploracion petrolera observa que en casi el 5% de los pozos

de prueba que perfora, encuentra un deposito de gas natural. Si perfora seis
pozos, obtenga la probabilidad de que al menos en uno se encuentre gas.

Una prueba de opcién multiple presenta cuatro alternativas por pregunta y 14
preguntas. Si la calificacion aprobatoria depende de obtener nueve 0 mas res-
puestas correctas, ;cual es la probabilidad de que un estudiante que adivina
todas las preguntas apruebe el examen?

. Una compafia de bienes raices observa que 1 de 10 compradores potenciales de

casas prometen comprar una si regresan por segunda vez. En 10 de estos casos,
encuentre la probabilidad de que ninguno haga una oferta.

 En una encuesta reciente se concluy6 que Gnicamente el 15% de los meédicos de

un area rural fuman. Se observd que dos de los ocho médicos seleccionados de
una lista suministrada por el directorio médico local, también fuman. Suponien-
do que la encuesta esté en lo correcto, jcuél es la probabilidad de obtener este re-
sultado?

. Las investigaciones médicas sefialan que el 20% de la poblacion general sufre

efectos negativos colaterales al ingerir un nuevo farmaco. Si un médico receta
dicho farmaco a cuatro pacientes, ;cual es la probabilidad de que:

a. ninguno sufra efectos colaterales?

b. todos los tengan?

c. al menos uno presente efectos colaterales?

. En una reciente encuesta gubernamental se encontr6 que el 80% de las familias

que viven en una comunidad suburbana, y cuyos ingresos brutos son superiores
a los $ 15 000, poseian dos autos. Suponiendo que el estudio esté en lo cierto si
se selecciona una muestra de 10 familias de esta categoria, obtenga la probabili-
dad de que exactamente el 18% de los que integran dicha muestra tenga dos
autos.

. Un televisor que presenta 10 series de circuitos tiene uno defectuoso. Ocho de las

series son dificiles de remplazar. Encuentre la probabilidad de que la serie defec-
tuosa no sea una de ellas.

Los informes del transito indican que el 25% de los vehiculos que se detienen en
una autopista interestatal no son sometidos a una revision de seguridad. Si se de-
tienen 16 vehiculos, encuentre la probabilidad de que:

a. 2 0 mas no satisfagan las normas de seguridad.

b. 4 o mas no las satisfagan.

c. 9 o mas no las cumplan.

Un comentarista de deportes acierta al sefialar al ganador en 6 de 10 partidos de
béisbol. Si una persona simplemente esta adivinando, ;cual es la probabilidad
de que pueda igualar o superar dicha marca?

Una moneda comun se lanza tres veces al aire acertando siempre en su resultado.
;Cual es la probabilidad de repetir este hecho?

Segan los archivos universitarios, de los estudiantes de una escuela de ensefianza
media superior, el 15% cambia de especialidad por lo menos una vez durante su
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primer afo de estudios. Si se seleccionan 11 estudiantes de los grupos de primer
afio, encuentre la probabilidad de que:

a. todos cambien de especialidad por lo menos una vez.

b. por lo menos nueve hayan cambiado.

¢. mas de la mitad hayan cambiado.

Una gran urna contiene 10 000 canicas de colores:

blancas 5000
verdes 3000
rojas 1500
negras S00

10 000

a. De escogerse 20 canicas, obtenga P(2 verdes).

b. Si se seleccionan 19, /cual es la probabilidad de que por lo menos 3 sean
verdes?

c. Si se seleccionan 19, ;cual es la probabilidad de que por lo menos 3 sean

blancas?
Remesas de 500 productos cada una son aprobadas si en una muestra aleatoria

de 10 se hallan menos de dos defectuosos. Si en realidad una remesa tiene el 5%
de articulos defectuosos, ¢cuél es la probabilidad de que sea aprobada?

En el caso del ejercicio 15, ;queé porcentaje de lotes con 10% de productos de-
fectuosos produciran muestras de 10 articulos en las que ninguno estuviese
defectuoso?,

Un mecanico sabe, con base en su experiencia, que el 90% de las refacciones que
desecha pueden usarse de nuevo. Si para un trabajo se necesitan cinco partes
reutilizables, icual es el nimero minimo de refacciones que debera obtener si
desea que la probabilidad de devolver partes sobrantes sea menor de 0.127
Calcule 1a media y la desviacion estandar para el nimero de éxitos en los siguien-
tes casos:

a. n=25p=0.5 b. n=250,p=02 c. n=80,p=0.4

Repita el ejercicio 8 respecto al porcentaje de éxitos.

A veces es imposible que el porcentaje de éxitos de la muestra iguale el porcenta-
je de la media. Por ejemplo, cuando n = 4y p = 0.3, el porcentaje nunca
puede ser 0.30.

a. Enumere los posibles porcentajes de la muestra para este caso.

b. (C6émo se interpreta la media de 0.3?

Trace dos series de graficas, una para el nimero de éxitos y otra para el porcen-
taje de éxitos, respecto a las siguientes situaciones:

a.n=5p= .10 b. n=10,p=0.70

La distribucion de Poisson suele ser util para describir las probabilidades del nimero
de acaecimientos con respecto a un campo o intervalo continuo (generalmente de
tiempo o espacio). Algunos ejemplos de variables aleatorias que se pueden representar
o modelar por la distribucion de Poisson, son los defectos por centimetro cuadrado,
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accidentes por dia, clientes por hora, llamadas telefonicas por minuto, mosquitos por
kilometro cuadrado, cabezas de ganado por hectarea, y asi sucesivamente. Obsérvese
que la unidad de medicién (por ejemplo, tiempo, area) es continua, pero que la variable
aleatoria, el nimero de acaecimientos, es discreta. Ademas, cabe notar que es impo-
sible contar las fallas o fracasos. El nimero de accidentes que no ocurrieron no se
puede contar, asi como el namero de llamadas que no se realizaron o el niimero de de-
fectos que no se presentaron en un centimetro cuadrado. Véase figura 4.5.

El uso de la distribucion de Poisson supone lo siguiente:

1. La probabilidad de un acaecimiento u ocurrencia es la misma a
través de todo el campo de observacion.

2. La probabilidad de mas de un acaecimiento en cualquier punto Gnico
es aproximadamente cero.

3. El nimero de ocurrencias en cualquier intervalo es independiente del
namero de acaecimientos en otros intervalos.

El limite inferior del nimero de acaecimientos en todas esas situaciones es cero, y el

. limite superior —por lo menos teéricamente— es infinito, aun cuando en la mayoria de
los ejemplos anteriores seria dificil imaginar un ntimero ilimitado de ocurrencias. De
este modo, la distribucién de Poisson, que va de cero a un ntimero infinito de ocurren-
cias por unidad, puede no representar exactamente cualquiera de los procesos aleato-
rios mencionados en paginas anteriores. No obstante, por lo general, la distribucion de
Poisson se puede utilizar como modelo para aproximar estrechamente tales procesos.
En la figura 4.6 se ilustra una tipica distribucion de frecuencias de observaciones. Ob-
servese que casi toda la probabilidad se concentra cerca del origen, y que la probabili-

FIGURA 4.5 La distribucion de Poisson se utiliza para el nimero de ocurrencias respecto a
un campo continuo, como el area o el tiempo.
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FIGURA 4.6 Histograma de una distribucién de Poisson tipica.

dad. de observar grandes valores de la variable aleatoria es muy pequefia. Cualquier
diferencia entre lo que teéricamente pueda ocurrir y lo que sea probable que suceda es,
por tanto, insignificante. En consecuencia, cuando se dice que una variable aleatoria
estd distribuida mediante el método de Poisson, a menudo se quiere decir que la distri-
bucion de frecuencias de acaecimientos respecto a esa variable, se puede aproximar ra-
zonablemente mediante una distribucion de Poisson.

La distribucién de Poisson se puede describir en su totalidad por medio de un solo
parametro, la media, segiin se sefiala en la figura 4.6.* De esta manera, sabiendo que
una variable aleatoria tiene resultados que son distribuidos mediante el método de
Poisson, y conociendo el nimero promedio de ocurrencias por unidad, se puede deter-
minar la probabilidad para cualquiera o todos los resultados posibles. Como sucede
con la distribucion binomial, hay dos métodos para llevar a cabo esto. Hay tablas de
probabilidad individuales y acumulativas a partir de las que se pueden obtener probabi-
lidades para medias seleccionadas, y se cuenta con una férmula que se puede utilizar en
el calculo de la probabilidad de cualquier media.

Férmula de Poisson

Si una variable aleatoria se describe mediante una distribucion de Poisson, entonces la
probabilidad de considerar (observar) cualquier nimero dado de ocurrencias por uni-
dad de medicion (minuto, hora, centimetro, metro cuadrado, etc.) s¢ puede obtener
mediante la formula

e-“('zr)f

Plx) = x!

*La variancia de una distribucion de Poisson es igual a la media: media = p y variancia = p.
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en la cual x es el nimero de ocurrencias; e es la base de logaritmos naturales (latabla F
del Apéndice tiene valores para e#); \ es la razon media por unidad; y ¢ es el nimero de
unidades. La cantidad A representa la cantidad media de ocurrencias respecto al inter-
valo t. De esta manera, ¢ = A. La formula se puede escribir en una forma mas simple
sustituyendo la media A7 por u:

Ejemplo 4 Mediante un proceso mecanico se producen alfombras de lana que pre-
sentan un promedio de dos defectos por metro. Encuentre la probabilidad de que un
metro cuadrado tenga exactamente un defecto, suponiendo que el proceso puede ser
aproximado mediante una distribucion de Poisson.

Solucién:
Se sabe que ¢ = 2, y a partir de la tabla F del Apéndice, se observa que 2 = 0.135.
De tal manera que

e 0.135(2) _

Ply=1) ="~ T = 0270

Aplicacién que comprende el tiempo

Considérese este ejemplo. Suponga que los barcos arriban a un puerto a razon de

» = dos barcos/hora, y que esta proporcion esta bien aproximada mediante el proceso

de Poisson. Si se observa este proceso durante un periodo de media hora (¢ = 1), en-

cuentre la probabilidad de que (a) no arribe ningun barco y (b) arriben tres barcos.
Primeramente se encuentra u

pu=i=2%=1
De la tabla F se obtiene que e! = 0.368.
e”' (1)’ f’(l) _

=0y = 0.368
(a) P(x =0) o1 i ‘ 6
e (1) 0.368

Aplicacién que comprende el area

Supéngase que los defectosde la hilaza se pueden aproximar mediante un proceso de
Poisson con una media de 0.2 defectos/metro (\ = 0.2). Si se inspeccionan longitudes
de seis metros (f = 6) calcule la probabilidad de hallar menos de dos defectos (es decir,
061).

Una vez mas, primero se determina p

p=it= 02(6)= 1.2
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De la tabla F se obtiene e3¢ = 0.301. De este modo

e12(12)°  e712(12)!
o T

= 0.301 + 0.301(1.2) = 0.6622

P(x < 1)=P0O)+ P(1) =

EJERCICIOS

% 1. Las llamadas de emergencia registradas en el conmutador de una estacion de
policia a razén de 4/hora, un fin de semana cualquiera(no en épo-
ca de vacaciones) se pueden aproximar mediante la distribucion de Poisson.

a. En un lapso de 30 minutos, jcuantas llamadas de emergencia se espera
recibir?

b. En un lapso de 30 minutos, ¢cuél es la probabilidad de que no se registren lla-
madas? ,

c. En un lapso de 30 minutos, ¢cual es la probabilidad de que haya por lo menos
dos llamadas?

2. El namero promedio de radios que vende una compafiia por dia se aproxima me-
diante el método de Poisson, con una media de 1.5. Calcule la probabilidad de
que la compaiiia venda por lo menos cuatro radios durante un:

a. periodo de dos dias b. periodo de tres dias c. periodo de cuatro dias

3. Los defectos en un rollo fotografico de color promedian 0.1 defectos/rollo, y la
distribucién que se sigue para determinar el namero de defectos es la de Poisson.
Obtenga la probabilidad de que cualquier rollo fotografico de color presente uno
o mas defectos.

4. Los clientes llegan a una exhibicion a razén de 6.5 clientes/hora (Poisson). Cal-
cule la probabilidad de que en cualquier hora dada:

a. no llegue ningan cliente b. por lo menos lleguen cinco
c. llegue mas de uno d. lleguen exactamente 6.5

TABLAS DE POISSON

Las tablas de probabilidad de Poisson proporcionan un método conveniente para obte-
ner las probabilidades con un minimo de tiempo y esfuerzo. Por esta razon, se deberan
utilizar siempre que sea posible, en lugar del método por formulas.

Probabilidades individuales de Poisson

En realidad, las tablas de Poisson son muy semejantes a las tablas binomiales, aunque

a primera vista parecen ser diferentes. Como la distribucion de Poisson es una funcién
s6lo de la media del proceso, las tablas estan disefiadas para proporcionar las probabi-
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lidades con base en la media del proceso. Parte de la tabla de Poisson presentada en el
Apéndice se muestra en la tabla 4.4. Los valores seleccionados de u, la media del proce-
so (namero promedio de ocurrencias por unidad), se enumeran en la parte superior de
la tabla, en tanto que los resultados posibles se listan hacia abajo. En la tabla se
muestra la probabilidad de obtener exactamente x ocurrencias por unidad.

Por ejemplo, supéngase que se tiene un proceso de Poisson con un promedio de tres
ocurrencias por hora, y se quiere saber la probabilidad de obtener exactamente una ocu-
rrencia en cualquier hora dada. La respuesta se puede encontrar en la interseccion de
p = 3yx = 1, seglin se muestra en la tabla 4.4.

TABLA 4.4 Parte de una tabla de Poisson

: l

2.1 22 23 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 29 30

“

1225 1108  .1003 0907 0821 0743 0672 0608 0550  .0498
2572 2438 2306 2177 2052 1931 1815 .1703  .1596

2700 2681 2652 2613 2565 2510 2450 2384 2314 2240
1890  .1966 2033 2090 2138 2176 2205 2225 2237 2240
0992 .1082 1169  .1254 1336  .1414 1488 1557  .1622  .1680

0417 0476 0538 . 0602 .0668 0735 0804 0872 .0940  .1008
0146 0174 0206 0241 0278 0319 .0362 .0407 0455 .0504
0044 0055 0068 .0083 0099 0118 0139 0163 .0188 0216
0011 0015 ~ .0019 0025 .0031 .0038 .0047 0057 .0068  .0081
0003 .0004 0005 0007 0009 .0011 0014 .0018 .0022  .0027

10 0001 .0001 0001 0002 0002 .0003 .0004 0005 .0006 .0008
11 0000 0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0001 .0001  .0002  .0002
120000 0000 0000 0000 .0000 .0000 .0000 0000 .0000  .0001

{

O 0 ~1 N Lh BN O

A continuacion se presentan algunos ejemplos de probabilidades de Poisson, obteni-
das a partir de la tabla de probabilidades individuales.

u X P(x)
21 0 0.1225
24 1 02177
30 2 0.2240
22 2 0.2681
30 5 0.1008

28 10 0.0005

Obsérvese en la tabla que para cada media, la suma de las probabilidades de los diver-
sos resultados posibles es igual a 1.00.

Tabla acumulativa de Poisson

Dicha tabla proporciona sumas de probabilidades, al igual que la tabla binomial acu-
mulativa. La tabla muestra probabilidades para x o menos ocurrencias, dada la media
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del proceso. Parte de una tabla de Poisson acumulativa se muestra en la tabla 4.5. Una
vez mas, enumere todos los resultados posibles y subraye los resultados para lo que se .
quiere conocer la probabilidad, esto simplificara en gran medida trabajar con la tabla
acumulativa.

TABLA 4.5 Parte de una tabla acumulativa de Poisson.

u

3.0 31 32 33 34 35 3.6 37 38 39

0498 0450 .0408 0369 0334 0302 0273 .0247 .0224 .0202
1991 1847 1712 1586 1468 1359 1257 1162 .1074  .0992
4232 4012 3799 3594 3397 3208 3027 2854 2689 2531
6472 6248 6025 5803 5584 5366  .5152 4942 4735 4532
8153 7982 7806 7626 7442 7254 7064 6872  .6678  .6484

9161 9057 8946 8829 8705 .8576 8441 8301 8156  .8006
9665 9612 9554 9490 9421 9347 9267 9182 9091  .8995
9881 9858 9832 9802 9769 9733 9692 9648 9599  .9546
9962 9953 9943 9931 9917 9901 9883 9863 9840 9815
9989 9986  .9982 9978 9973 9967 9960 9952 9942  .9931

10 9997 9996 9995 9994 9992 9990 9987 9984 9981 9977
119999 9999 9999 9998 9998 9997 9996 .9995 9994 9993
12 10000 1.0000 1.0000 1.0000 9999 9999 9999 9999 9998  .9998
13 1.0000 1.0000 1.0000 10000 10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9999
14 10000 1.0000 10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10000 1.0000

O 00 -1 N L W=D

Algunas probabilidades obtenidas a partir de la tabla acumulativa de Poisson que se
encuentra en el Apéndice, se muestran en la tabla 4.6.

TABLA 4.6 Uso de la tabla acumulativa de Poisson.

U Probabilidad deseada para incluir los resultados Calculos P(x)
8 x<1 0,1 se lee directamente 0.809
1.2 x <3 0,1,2 se lee P(x < 2) 0.879
1.5 x=0 0 se lee directamente 0.223
20 x>3 45,6, 1—-P(x<3) 0.143
26 l<x<4 2.3,4 Px<4—Px<1) 0610
3.8 l<x<4 1,2,3,4 P(x<4)— P(x=0) 0.646
5.6 l<x<4d 1,2,3,4 P(x<4)—P(x=0) 0.338
6.0 x=>5 567,... 1 -P(x<4) 0.715

Para valores de u que no se encuentran en la tabia, se puede encontrar una mas
amplia, o interpolar (en el caso de valores aproximados) en la tabla, o recurrir a una
férmula matematica para probabilidades de Poisson.
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La distribucién de Poisson como una
aproximacién a la binomial

En determinadas circunstancias la distribucion de Poisson se puede utilizar para apro-
ximar probabilidades binomiales. La aproximacién es mas adecuada cuando el nimero
de observaciones n es mayor, y la probabilidad del éxito p est4 cerca de 0 6 1.00. Es de-
seable contar con un método alternativo para obtener probabilidades binomiales, por
las siguientes razones:

1. La distribucién binomial describe adecuadamente muchas situaciones interesantes.

2. La mayoria de las tablas se limitan a n < 20.

3. La férmula binomial puede requerir de un gran esfuerzo para obtener una solucioén
exacta.

Las ventajas de la aproximacion son que la exactitud se altera muy poco, y que el es-
fuerzo comprendido es considerablemente menor. Para utilizar la aproximacioén, es ne-
cesario determinar solamente la media o el valor esperado de la distribucién binomial.
Este valor se utiliza como la media del proceso para la distribucion de Poisson. Es de-
cir, el promedio del proceso u es igual al promedio binomial np.

Ejemplo5 Obtenga la probabilidad de encontrar cuatro articulos defectuosos de una
muestra de 300 tomada de un enorme lote, en el que se dice que hay un 2% de articulos
defectuosos.

Seolucion:

Comc los valores n = 300 yp = 0.02 estan mas all4 de la variedad de valores presen-
tados en la tabla binomial, las alternativas serian buscar una tabla mas extensa, y re-
currir a la féormula binomial

P(x = 4) = <3go> (0.02)*(0.98)°

(lo que representaria una tarea muy dificil), o bien, utilizar la aproximacioén de Pois-
son, con u = np. De esta manera

u = np = 300(0.02) = 6
A partir de la formula de Poisson se observa que:

ux, e H 64e—6

x4
El mismo resultado se puede obtener utilizando una tabla de Poisson: cuandop = 6, a
partir de la tabla P(x = 4) es 0.135.

= 0.135

P(x = 4)=
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En la tabla 4.7 se hace una comparacién entre algunas de las caracteristicas funda-
mentales de las distribuciones de Poisson y binomial.

TABLA 4.7 Comparacion entre las distribuciones binomial y de Poisson

Binomial De Poisson
Resultados posibles enteros enteros
Gan Oa + o
Observaciones conteo de éxitos conteo solo de los éxitos
o de fracasos
Parametros nyp M
EJERCICIOS

1. Utilice una tabla de Poisson para determinar cada una de las siguientes probabi-
lidades:

Media Probabilidad de

1

5 0
1 omenos
1 o menos
mas de 3

3

3
masde 5

P A RVE RS s

[89]

2. Vuelva a desarrollar los siguientes ejercicios en los que se utiliz6d la formula de
Poisson, pero ahora utilizando la tabla acumulativa de Poisson.

a. Ejercicio 1 (pag. 141) c. Ejercicio 2a (pagina 141)
b. Ejercicio 3 (pagina 141) d. Ejercicio 2¢ (pagina 141)

3. A una construccidn llegan camiones de carga a una razébn media de 2.8
camiones/hora. Obtenga la probabilidad de tener tres 0 mas camiones que lle-
guen en un:

a. lapso de 30 minutos.
o. lapso de una hora.
¢. lapso de dos horas.

4. En un conmutador se registran llamadas telefonicas a razon de 4.6 llamadas por
minuto. Calcule la probabilidad de que se presente cada una de estas ocurrencias
en un intervalo de un minuto:

a. Exactamente dos llamadas.
b. Por lo menos dos llamadas.
¢. Ninguna llamada.

d. De dos a seis llamadas.
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5" Los accidentes de una enorme fabrica se aproximan mediante la distribucion de
Poisson, con una media de tres accidentes/mes. Estime la probabilidad de que
en un determinado mes haya:

a. cero accidentes.
b. un accidente.
c. tres o cuatro accidentes. :

6. Si el 3% de las personas que viven en una gran ciudad son empleados del gobier-
no, determine la probabilidad de encontrar personas que no trabajen para el go-
bierno en una muestra aleatoria de 50 habitantes de dicha ciudad. {Cuél es la
probabilidad de encontrar 3 o menos en la muestra?

7. El 2% de las cartas que se envian a cierta ciudad no llevan los timbres postales
correctos. En 400 de dichas cartas:

a. (Cuantos timbres incorrectos se esperaria encontrar?

b. ;Cudl es la probabilidad de hallar 5 o menos cartas con timbres incorrectos?

¢. ¢Cual es la probabilidad de encontrar mas de 5 cartas con timbres incorrec-
tos?

d. ;Cuélesla probabilidad de encontrar 5 0 mas cartas con timbres incorrectos?

8. La probabilidad de vender un seguro de vida a personas que contesten un anun-
cio especial se estima que es de 0.01. Sobre esta base, si 1000 personas contestan
el anuncio, ¢cuél es la probabilidad de que:

a. nadie compre un seguro?
b. por lo menos uno compre un seguro?
c. mas de 10 compren seguros?

9. ;En qué se diferenciarian las respuestas del ejercicio 7, si el porcentaje de cartas

con timbres postales incorrectos fuera del 0.4%?

OTRAS DISTRIBUCIONES DISCRETAS

Ahora vale la pena mencionar otras dos distribuciones, las cuales son variantes de la
distribucién binomial.

La distribucion multinomial se utiliza en situaciones en las que hay mds de dos resul-
tados mutuamente excluyentes. Como en el caso de la binomial, se tienen los requisitos
de ensayos independientes con probabilidad constante. Un ejemplo de una variable
multinominal es la tirada de un dado, la cual tiene seis resultados posibles. A diferencia
de los ejemplos anteriores, que tratan este ejemplo clasificando los seis resultados en
dos clases, el método multinomial considera de tres a seis clases, dependiendo de la
forma como se categoricen los resultados. Por ejemplo, se podrian presentar las si-
guientes tres clases: 1y2,3y4,y5y 6. Otro ejemplo es sacar canicas de una urna que
contiene muchas de diversos colores. Cada color se puede considerar como una
categoria, o se pueden agrupar ciertos colores (por ejemplo, rojo y verde se pueden
conjuntar en la misma categoria).

La probabilidad multinomial que, en n observaciones, tiene como resultado E,
ocurre x, veces, E; sucede x, veces, . . . yen E, se presenta x, veces, s¢ expresa mediante
la férmula
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!
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en la cual

n= n;

i
1

=

]

y P, es la probabilidad del evento E; en cada observacion.

Ejemplo 6 Un administrador sabe que el 80% de la produccién de una maquina es
aceptable, el 15% requiere de cierto trabajo adicional y el 5% se debe descartar. En una
muestra de n = 10, jcu4l es la probabilidad de obtener 8 partes buenas, 2 que necesi-
ten ser repetidas, y ninguna que se deba descartar?

10! 8 206y 05\
m(O.SO) (0.15)%(0.05)° =0 .17

La distribucién hipergeométrica se relaciona con situaciones con dos o mas resulta-
dos, en las que la probabilidad de tener éxito, cambie de ensayo a ensayo. Por ejemplo,
suponga que hay 10 nombres escritos en pequefios pedazos de papel, los cuales se colo-
can en un sombrero. Su nombre se encuentra en uno de ellos. Si se mezclan los papeles
y se saca un nombre cualquiera la probabilidad de que sea el suyo es 1—10 Al leerse el
nombre en voz alta, resulta no ser el suyo. A continuacion, se saca un segundo nombre
de los nueve restantes. Ahora la probabilidad de que sea el suyo es de %, mientras que
anteriormente era de l—’o De ahi que, la probabilidad de obtener dicho resultado en el
segundo intento es condicional (dependiente) de los resultados del primero. Por
ejemplo, si ese primer nombre hubiera sido el suyo, entonces la probabilidad de que el
segundo nombre fuera suyo se reduciria a cero, suponiendo que los nombres no se vuel-
ven a colocar en el sombrero una vez que se sacan.

En general, las probabilidades hipergeométricas se pueden obtener a partir de la for-

mula
—)C)
n—Xx X
P(x|N,r, n) = SN
()
en la cual N es el tamaiio de la poblacion, n es el tamafio muestral, r es el namero de
éxitos de la poblacion y x es el nimero de éxitos de la muestra.

Ejemplo 7 En una caja de 10 fusibles, dos de ellos estan defectuosos. Si se examina,

una muestra aleatoria de cuatro fusibles, ;clial es la probabilidad de encontrar: a) nin-
guno defectuoso; b) uno defectuoso; ¢) uno o menos defectuosos?

Solucién:

Se obtiene que N = 10,r = 2yn = 4.
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(©)

En la tabla 4.8 se enumeran los modelos de probabilidad que se han estudiado, y las
situaciones en las que dichos modelos resultan mas utiles.

P(x = (

10-2

o)) 06,

<10—2

4-1

) ()

P(x =

Px<1)=

N

) + P(1)

)
;()O(l)

= 0.533

=0.333 +0.533 =0.866

TABLA 4.8 Aplicaciones de distribuciones discretas probabilisticas

Distribucion Ejemplos Supuesto
binomial dos resultados lanzamiento de una moneda observacién independiente
prueba de verdadero-falso probabilidad constante
defectuoso-no defectuoso
de Poisson solamente ocurrencias  accidentes/afios observacion independiente

defectos/metro
llamadas/minuto

probabilidad constante

hipergeométrica dos o mas muestreo sin observaciones dependientes
resultados sustitucién
multinomial mas de dos prueba de opcién observacién independiente
resultados miltiple probabilidad constante
EJERCICIOS

* 1.

Una reciente encuesta nacional sefialé que a las 9 p.m. del sabado, 40% del te-

leauditorio sintoniza el canal A, 30%, el canal B y 30%, el canal C.

a. En una muestra aleatoria de 10 telev1dentes, (,cuéntos se esperaria que
estarian viendo cada canal?

b. ;Cual es la probabilidad de que todos sintonicen el canal A?

¢. ;Cual es la probabilidad de que 4 sintonicen el canal A, 3el By 3 el C?

. Tres individuos venden refacciones. El vendedor A provee del 50% de las partes,

el B del 40%, y el C del 10%. Si se seleccionan aleatoriamente 5 refacciones del

suministro total y se le buscan defectos,
a. ¢cuél es la probabilidad de que los 5 los haya proporcionado ¢l vendedor A?
b. (Cual es la probabilidad de que 2 sean del vendedor A, 2 det By 1 del C?

. E130% de los alumnos de una universidad son de primer aiio, el 30%, de segun-

do, el 20%, de tercero y el otro 20%, de cuarto afio. De una lista se toma una





