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11.1

Regresion lineal y correlacion

Introduccion

Un problema de estimacion que es particularmente importante en casi cual-
quier campo de estudio es el de pronosticar o predecir el valor de una variable
de alglin proceso, a partir de los valores conocidos de otras variables que estén
relacionadas. Existe un gran numero de ejemplos practicos de prediccion en
negocios, industrias y en la ciencia. El corredor de bolsa busca predecir el valor
futuro de las acciones en funcion de algunos indices clave que sean observables.
El gerente de ventas de una cadena de comercios quiere conocer las ventas
mensuales futuras de cada comercio en funcion del numero de clientes a los
cuales les ha sido otorgado crédito y quizas en funcion de los gastos que se han
hecho en publicidad. El gerente de produccion de una planta se interesa en
conocer la relacion entre el rendimiento en la obtencion de un cierto producto
quimico y una serie de variables asociadas a su proceso de elaboracion. Al
haber obtenido lo anterior, emplearia en lo futuro los valores de las variables
controlables asociadas a los rendimientos mas altos en la elaboracion del
producto quimico. El director de personal de una empresa, al igual que el
encargado de las admisiones a una universidad, se interesa en medir algunas
caracteristicas individuales del candidato que le permitan saber si es la persona
adecuada para el tipo de trabajo. El analista politico desea relacionar el éxito
finalmente obtenido de una campafia de un candidato con sus caracteristicas
personales, con el tipo de candidatos de la oposicion y con las tacticas publici-
tarias seguidas. En muchos aspectos, todos los problemas de.prediccion son
iguales.

En cierto sentido, el proceder de tipo estadistico que se haga en cada
problema es simplemente una formalizacion del procedimiento que se haria
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siguiendo la intuicion. Suponga que un analista de la Bolsa de Valores esta
tratando de predecir el precio de las acciones de una compaiiia determinada a
partir del indice industrial “Dow-Jones,” las tasas bancarias de interés y el
volumen de ventas de la misma compaiiia habidas el mes pasado. Al analista le
parecera logico que el valor de las acciones aumente al aumentar el indice
Dow-Jones o al aumentar el volumen de ventas; y al mismo tiempo, le parecera
también l6gico que el valor de las acciones baje si aumentan las tasas bancarias
de interés, ya que esto haria que disminuyeran las inversiones en la bolsa y
aumentaran en los bancos. Cada una de las variables mencionadas parece tener
su influencia individual en el precio de las acciones pero cuando se observan en
conjunto, puede ser que las variables tengan un efecto de tipo interactivo en el
precio de las acciones que es distinto de los efectos individuales. Por ejemplo,
(cémo se afectara el precio si aumenta el volumen de ventas pero también
aumentan las tasas bancarias de interés? Posiblemente para poder contestar lo
anterior, habria que incluir otra variable que relacione al volumen de ventas y
a las tasas de interés, que sea, por ejemplo, financiamiento bancario total de la
compaiiia el mes pasado. Siguiendo este tipo de razonamiento, se llegaria a un
punto extremo e idealizado en el cual el valor en el mercado de las acciones de
la compaiiia se estableceria como una funcion matematica de un cierto nimero
de variables como las mencionadas y otras mas que pudieran influenciar dicho
valor y que pudieran ser observables o cuantificadas facilmente. Esta funcion
idealizada estaria dada por una ecuaciéon matematica que relaciona al precio de
las acciones con todas las variables relevantes y se usaria para predecir.

Note que el problema al que se ha referido es de naturaleza muy general.
El interés se centra en una variable aleatoria y que esta relacionada con una
serie de variables predictoras independientes x;, x>, x3,.... En el ejemplo
visto, la variable y es el precio de las acciones de una determinada compaiiia en
algun momento también determinado y las variables independientes podrian
ser:

x1 = indice industrial Dow-Jones
x; = tasa preferencial* de interés
x3 = volumen de ventas del mes pasado

y algunas otras mas. El objetivo es el de medir x;, x, x3, . . ., substituir los
valores obtenidos en la ecuacion de prediccion y con ella predecir el precio de
las acciones. Para poder hacer todo lo anterior, primero se tienen que identifi-
car las variables x, x3, x3, . . . y obtener una medida de la fuerza con la que se
asocian con y. Después se tiene que construir una ecuacion de prediccion satis-
factoria que exprese a y como una funcidén de las variables independientes
seleccionadas.

En este capitulo se restringe el estudio al problema de predecir y cuando es
una funcion lineal de una sola variable independiente. La solucion al problema
multiple —como por ejemplo el de predecir el precio de las acciones en funcion
de mas de una variable predictora —sera tratado en el capitulo 12.
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Un modelo probabilistico
lineal simple

Para efectos de ilustracion se introduce el tema considerando el problema de
predecir las ventas mensuales y de una compaiiia en la cual sus productos no
experimentan una variacion estacionaria en sus ventas. Como la variable pre-
dictora x se utiliza la cantidad gastada en publicidad por la compaiiia en el mes
bajo estudio. Es de interés ver si en efecto hay una relacién entre lo gastado en
publicidad y lo vendido y ademas, si se puede predecir lo que se vendera, y,
como una funcion de lo que se esté dispuesto a gastar en publicidad, x. La
evidencia que se presenta en la tabla 11.1 es una lista de gastos publicitarios
y volumenes de ventas de 10 meses que fueron seleccionados al azar de los
archivos. Se supondra que los gastos publicitarios y ventas de estos 10 meses
constituyen una muestra de mediciones de las operaciones pasadas y presentes
de la compaiiia.

Tabla 11.1 Gastos publicitarios y volumenes de venta de una compariia durante 10 meses
elegidos al azar

GASTOS PUBLICITARIOS VOLUMEN DE VENTAS

MES x (X $10,000) »(X $10,000)
1 1.2 101

2 .8 92

3 1.0 110

4 1.3 120

5 7 90

6 .8 82

7 1.0 93

8 .6 75

9 9 91
10 1.1 105

Lo primero que se hace para analizar los datos de la tabla 11.1 es el grafi-
car los datos como puntos en una grafica, representando el volumen mensual
de ventas y en el eje vertical y los gastos publicitarios correspondientes x en el
eje horizontal.

La grafica, mostrada en la figura 11.1, es referida como diagrama de
dispersion. Se observa en ella que aparentemente y crece cuando x crece.
(;Podria haber ocurrido un tal diagrama por casualidad si x y y no estuvieren
relacionadas?)

Un método para obtener una ecuacion de prediccion que relacione a y con
x consiste en poner una regla de dibujo sobre la grafica y moverla hasta que dé
la aparencia de que pasa a través de los puntos. La linea recta que resulta se
considera el “meijor ajuste” a los datos (véase figura 11.2). Se puede utilizar de.
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Figura 11.1 Grdfica de los datos de la tabla 11.1
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Figura 11.2  Ajuste visual de una linea

A continuacién se revisan algunos aspectos relacionados con la graficacion
de funciones matematicas. Primero, la ecuacidon matematica de una linea recta
es

vy =8¢+ Bix

donde By se conoce como la ordenada al origen y B, se conoce como la
pendiente de la recta. En segundo lugar, la linea recta que se puede graficar
para cada ecuacion lineal es Gnica. Cada ecuacion corresponde a una sola linea
y viceversa. Asi, cuando se dibuja una linea a través de los puntos del dia-
grama, se esta escogiendo de manera automatica un modelo para la respuesta*
y, dado por

v=PB0+ Bix

en donde o y B son valores numéricos unicos.

El modelo lineal y = By + Bix se dice ser un modelo matematico deter-
mini§tico ya que una vez que un valor fijo de x sea sustituido en la ecuacion,
el valor de y queda determinado sin tomar en cuenta la posibilidad de error

*N. del T. Respuesta se utiliza en el sentidc de que se busca o deduce de la x. También
v se llama frecuentemente variable dependiente.
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11.2 Un modelo probabilistico lineal simple 321

alguno. El ajustar visualmente una linea recta al conjunto de puntos del dia-
grama produce un modelo deterministico. Existen muchos ejemplos de mo-
delos deterministicos que se pueden ver al hojear libros de texto elementales
de quimica, fisica, economia o ingenieria. )

Los modelos deterministicos resultan apropiados para explicar y predecir
algunos fenémenos en los cuales el error de prediccion resulta despreciable
para efectos practicos. Asi, la ley de Newton que expresa la relacion entre la
fuerza F de un cuerpo en movimiento de masa m con aceleracion a, esta dada
por

F = ma

y predice la fuerza con un error muy pequeiio para efectos practicos. El “muy
pequeno” es desde luego un concepto relativo. Un error de 0.1 cm. en la
construccion de la viga de un puente es muy pequefio, pero ese mismo error en
la construccion de una pieza de relojeria seria absurdamente grande. En todas
las situaciones, el error de prediccion no puede ser ignorado y consistentes con
lo ya establecido, no confiaremos mucho en predicciones que no vengan acom-
pafiadas de una medida de su bondad. Por esta razdn, el ajuste visual de una
linea recta para relacionar gastos publicitarios con volumenes de venta puede
tener un valor bastante limitado.

Regresando al ejemplo, ;qué tiene de malo el usar un modelo determinis-
tico para representar la relacion entre el vclumen de ventas y lo gastado en
publicidad? La respuesta es que aun cuando los modelos deterministicos si per-
miten pronosticar (substituya el valor de x en la ecuacion de prediccidon), no
proporcionan formas para evaluar el error de prediccion. Por ejemplo si se usa
la recta de la figura 11.2 para predecir el volumen de ventas si se gasta x = 1.2
en publicidad, se obtiene un valor pronosticado de v = 111 pero, ;dentro de
qué tanto de mas y de menos?
~ Puede observarse que los puntos graficados se desvian considerablemente
de la linea recta y aparentemente se desvian de la recta en una forma aleatoria.
¢Cual debe ser una cota para el error de prediccién? Un ejecutivo necesitaria
de esa informacion para poder decidir si seria costeable realizar un determinado
gasta en publicidad. Se requiere, en consecuencia, de un método que permita
ajustar un modelo a los datos, un método que también permita exhibir cotas
para los errores en la estimacion de By y (8, y cotas en el error de predecir »
para un valor dado de x. Mas atn, se requiere de un método que pueda utili-
zarse para ajustar modelos en casos en los que mas de una variable predictora
x sea usada.

El modelo probabilistico que se usa para relacionar el volumen de ven-
tas » y los gastos publicitarios x es una variante sencilla del modelo deter-
ministico. En lugar de que se diga que » y x se relacionan a través del modelo
deterministico

y = Bo + B].\'.

se dice que la media o el valor esperado de ) para un valor dado de x~que se
denota E(y/x), tiene una grafica que es una linea recta. Esto es, se escribe,

E(y/x) = Bo + Bix.
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Para cualquier x, los valores y varian de manera aleatoria alrededor de la
media E(y/x). Por ejemplo, si la compaiiia gasta $10,000 (x = 1.0) en publici-
dad cada mes, el volumen de ventas mensual tomara algin valor dentro de la
poblacion de valores posibles; pero el volumen medio de ventas mensuales se
obtiene precisamente sustituyendo x = 1.0 en la ecuacion

E(y/x) = Bo + Bix

Para resumir, se escribira el modelo probabilistico para cualquier valor
observable de y como,

Il

y = (valor medio para y dado el valor de x) + (error aleatorio)

0 sea
E(y|x)
= m+ €

en donde € es un error aleatorio que representa a la diferencia entre el valor
observado de y y su valor medio para ese valor de x. Se estd suponiendo
entonces, que para un valor dado de x, el valor observade de y varia de manera
aleatoria y tiene una distribucion de probabilidad cuya media es E(y/x). Como
un auxilio en la presentacion de esta idea, las distribuciones de probabilidad de
v alrededor de la linea recta de medias E(y/x) se muestran en la figura 11.3
para tres valores hipotéticos de x: xj, x2, y X3.

;Qué se supondra para la distribucion de y dado un valor de x? Las
suposiciones que aparentemente se satisfacen en un gran niimero de situaciones
practicas y que sirven de base para la metodologia de las secciones 11.4, 11.5,
11.6 y 11.7, se presentan en el cuadro.

Suposiciones para el modelo probabilistico
Para cualquier valor de x, y tiene una distribuciéon normal con media dada
por la ecuaciéon

E(y/x) = Bot+ Bix

. 2 , , . . ,
y con varianza o°. Mas aun, los valores de y son independientes entre si.

Figura 11.3  Modelo probabilistico lineal
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Estas suposiciories permiten construir pruebas de hipdtesis y permiten
construir intervalos de confianza para Bo, 81 y E(y/x). Ademas se puede cons-
truir un intervalo de prediccion para y cuando se usa el modelo ajustado (la
linea recta encontrada usando un conjunto de datos) para predecir el valor que
tendra y, para valores particulares de x. La cantidad de problemas practicos
que pueden resolverse utilizando los procedimientos anteriores se hara evidente
después de haber hecho algunos ejemplos.

Ejercicios
11.1. Para la ecuacion lineal y = 5 — 4x: 11.2. Grafique la recta correspondiente a la ecua-
a. Obtenga la ordenada al origen y la pendiente de | cion 2y = 3x + I.
la recta. 11.3. (Cual es la diferencia entre modelos matema-
b. Grafique la recta dada por la ecuacion. ticos deterministicos y probabilisticos?

11.3

El metodo de minimos cuadrados

El procedimiento estadistico para encontrar la linea recta de “mejor ajuste” a
un conjunto de puntos es en cierto modo, una formalizacion del procedimiento
empleado al hacer un ajuste visual de una recta. Por ejemplo, cuando se ajusta
visualmente una recta, se mueve la regla hasta que se piensa que se han mini-
mizado las desviaciones que presentan los puntos en relacion a la recta que se
propone. Si se denota el valor ajustado o de pronoéstico para y por J, entonces
la ecuacion de pronostico o prediccion es,

y= Bo + le

en donde By y B representan estimaciones hechas de las verdaderas Boy Bi. La
linea para los datos de la tabla 11.1 se muestra en la figura 11.4.

e
= . kO
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>
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Gasto publicitario, x

Figura 11.4  Ecuacion lineal de prediccion
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Las lineas verticales dibujadas de la recta de prediccion a cada uno de los
puntos representan las desviaciones entre cada punto y su valor pronosticado
(ajustado) para y. La desviacion del i-esimo punto es

Yi — 9i
en donde

yi = é’o‘*’ ﬁlxi

Habiendo decidido que de un modo o de otro, lo que se busca es mini-
mizar las desviaciones escogiendo la recta que se ajuste “mejor,” se tiene ahora
que definir lo que se entiende por “mejor.” Esto es, se requiere de un criterio
para calificar “mejor ajuste,” que resulte tanto razonable como objetivo y que
bajo ciertas suposiciones dé buenas predicciones de y dado un valor de x.

Se empleara un criterio de “bondad” que se conoce como el principio de
minimos cuadrados, y que se establece como sigue. Escoja como la recta de
mejor ajuste a la que minimice la suma de los cuadrados de las desviaciones
entre los valores observados y los pronosticados. En expresion matematica, el
criterio se lee: minimice

n
SCE = 2 (y; = 9,‘)2
i=1
El término SCE representa a la suma de los cuadrados de las desviaciones y es
referido comunmente como, suma de cuadrados del error.
Ya que el valor pronosticado j, correspondiente a x = x; €s Bo + Bixi
se puede sustituir esta expresion en lugar de j; en SCE y se obtiene la siguiente
expresion:

SCE= 3 [»— (Bo+ Bix))

i=1

El método para encontrar los valores numéricos fo, i que minimicen
SCE utilizan el calculo diferencial y por ello quedan fuera del alcance de este
libro. Se presentan sin embargo las formulas con las cuales se obtienen los
valores numeéricos.

Estimadores de minimos cuadrados de Bo y B
. SC,,

B=5c Y Bo=7— BiX

en donde (2" x‘.)z

R TR S W
3 JE )

i=1 i=1
SCy = X (= X)yi—F)= ixiy;— =

i=1 i=1 n

<
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Notese que SC, (suma de cuadrados para x) se calcula usando una for-
mula similar a la usada en el computo de la suma de cuadrados de desviaciones
s* del capitulo 3. SC,, se calcula de manera muy similar. Una vez que Boy Bise
hayan calculado, se sustituyen sus valores en la ecuacion de la recta y se obtiene
la ecuacién de prediccidn de minimos cuadrados:

Ji=Bot By x
Cabe hacer una aclaracion. Los errores de redondeo en el calculo de SC, y
SC,, pueden afectar enormemente la respuesta. Si se tiene que recurrir al re-
dondeo de ciertos numeros, se recomienda trabajar con por lo menos seis cifras
significativas. (En los ejercicios numeéricos del texto, las respuestas del texto y
las que usted obtenga podran tener pequefias discrepencias, debido a los errores
de redondeo.)

El uso de las féormulas para encontrar Boy By la recta de minimos
cuadrados se ilustra con el siguiente ejemplo.

Obtenga la recta de prediccion de minimos cuadrados para el problema cuyos
datos aparecen en la tabla 11.1.

Solucién El calculo de B y B a partif de los datos de la tabla 11.1 se
simplifica usando la tabla 11.2

Tabla 11.2  Cdlculos para los datos de la tabla 1.1

Yi X; x; XY v
101 1.2 1.44 121.2 10,201
92 .8 .64 73.6 8,464
110 1.0 1.00 110.0 12,100
120 1.3 1.69 156.0 14,400
90 7 .49 63.0 8,100
82 8 .64 65.6 6,724
93 1.0 1.00 93.0 8,649
75 .6 .36 45.0 5,625
91 .9 .81 81.9 8,281
105 1.1 1.21 115.5 11,025
SUMAS 959 9.4 9.28 924.8 93,569

Al sustituir las sumas correspondientes de la tabla 11.2 en las ecuaciones
de minimos cuadrados, se obtiene lo siguiente:

n 2
} (Zl x‘) (9.4)2
SC, = 2 4=l =928 -

505

SCoy = 3 X,y — —— S =924.8 -

N
'S
H
H

9.4)(959
0N 4

S
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g’.y‘ 959 LRy

y =——=959 x=-"—=—"=.94
n 10 n 10
De ahi que,
g = SCy B3 52.5676 ~ 52.57
Br=Sc, T Taas 00T

B, = ¥ — B, =959 — (52.5676)(.94) = 46.49

De acuerdo al principio de minimos cuadrados, la linea recta de mejor

ajuste (comtinmente referida como recta de regresion), que relaciona los
gastos en publicidad con el volumen de ventas es

§=f,+B,x osea §=46.49+5257x

<

La grafica de dicha recta se encuentra en la figura 11.4. Se puede
ahora predecir un y para un valor dado de x simplemente usaudo la grafica
de la figura 11.4 o sustituyendo ese valor de x en la ecuacion de prediccion.
Por ejemplo si se han presupuestado $10,000 para publicidad este mes, el
volumen de ventas pronosticado para este mes €s

§ =B, + B,x=46.49 + (52.57)(1.0) = 99.06

o expresando en dolares, el volumen de venta pronosticado es $990,600.

No olvide que la linea recta de mejor ajuste, esto es, la ecuacion de
prediccion

5 =PBo+B,x
también estima a la recta de medias
E()’IX) =By + B,x

En el ejemplo 11.1, la mejor estimacion para el volumen medio de ventas
mensuales para un gasto publicitario x = 1.0 ($10,000) es también $990,600.
Esto es, la ecuacion de prediccion se puede usar tanto para predecir un valor
futuro de y como para estimar el valor medio de y para un determinado gasto
publicitario x.

El siguiente paso sera el de encontrar cotas para el error de estimacion o
prediccion. Este problema y otros relacionados se veran en las siguientes
secciones.

Ejercicios
11.4. Suponga que le son dados cinco puntos cuyas | los datocs.
coordenadas son las de la tabla. b. Como una verificacion de sus calculos en a, gra-

a.

Encuentre la recta de minimos cuadrados para | fique los puntos y la recta de minimos cuadrados.
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X ' -3 -1 1 1 2

y I 6 4 3 1 1

11.5. Por presupuesto flexible, se entiende la rela- | encuentran en la tabla.

cion entre ingresos y costos. Suponga que un ejecu- | a. Encuentre la recta de minimos cuadrados que le
tivo de una empresa quiere establecer un presupuesto | permita estimar costos a partir de la produccion.
flexible para estimar sus costos para un cierto rango | b. Como verificacion de sus calculos, grafique los 7
de produccion. Los costos y predicciones pasadas se | puntos y la recta de minimos cuadrados.

Produccién (X $10,000) | 3 4 5 6 7 8 9

Costos fijos (X $1,000) | 12 105 13 12 13 133 165

114 Calculo de s°, un estimador de o

Recuerde que el modelo probabilistico para y en la seccion 11.2 supone que y
esta relacionada con x a través de la ecuacion

yv=B,+B,x+e

Para un valor de x dado, los valores de y son independientes y tienen dis-
tribuciéon normal de media E(y|x) y varianza o’. Asi, cada valor observado de
y esta sujeto a un error € que de algin modo entra en el calculo de Boy Bi e
introduce un error en estos estimadores. Més aun, si se usa la recta de minimos
cuadrados.

y= Bo + B,x
para predecir un valor futuro de y, los errores aleatorios afectaran el error de
prediccion. En consecuencia, la variabilidad de los errores aleatorios, medida
por ¢°, juega un papel muy importante cuando se estima o se pronostica con
la recta de minimos cuadrados.

El primer paso si se quieren encontrar cotas para el error de prediccion es
estimar o, la varianza de y para un valor dado de x. Para esto parece
razonable el usar SCE, la suma de cuadrados de los errores respecto a la recta
de prediccién. Se puede mostrar que ése es el caso y en el cuadro aparece la
férmula del estimador de o que resulta ser un buen estimador, insesgado y
basado en (n — 2) grados de libertad.

. 2
Un estimador para o

F == SCE
n—2

La suma de cuadrados de las desviaciones SCE se puede calcular directa-
mente por medio del uso de la ecuacion de prediccidon para calcular j para
cada punto y de ahi, calculando las desviaciones (y; — J:), y finalmente
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SCE =3 (v, - 9,)?

i=1
Lo anterior es un procedimiento tedioso y un tanto malo desde el punto
de vista computacional debido a la cantidad de operaciones que requiere que
solamente introducen errores de redondeo. Un método mas simple y con menos
desventajas computacionales es el que se da en el cuadro.
Formula para calcular SCE

SCE = SC, — $:SCy

en donde " ?
2 Vi

SCYZE,”"W:EY%"L]"_-

=)z

SCy = 2 XY — n
i=1

Noétese que SC,, ya se habia usado en el calculo de B1 por lo que ya se tenia
calculada. Si tuviera que redondear un nimero se recomienda trabajar con no
menos de seis cifras significativas en los calculos para evitar problemas serios
de falta de aproximacion en la respuesta final.

Ejemplo 11.2  Calcule un estimador de ¢ para los datos de la tabla 11.1.

n 2
: (3
Y- = Yy
i=1 i= n

(959)°

Solucion Primero se calcula

SC,

= 1,600.9

93,569 —

Se sustituye este valor de SC, y los de 81 y SC,, que ya se obtuvieron en
el ejemplo 11.1 en la formula para SCE y se obtiene

SCE = SC, — $1SCy, = 1,600.9 — (52.5676)(23.34) = 373.97

Esto es,
) ) 73.97
s = SCE = 373 = 46.75
n—2 8
Ejercicios
11.6. Calcule SCE y s* para los datos del ejercicio ’ 11.7. Calcule SCE y s’ para los datos del ejercicio
11.4. 11.5.
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Inferencias relativas a la pendiente
B de una recta

La primera inferencia que se debe hacer cuando se estudia la relacion entre y y
x concierne a la existencia misma de dicha relacion. En otras palabras se quiere
contestar a las siguientes preguntas. ;Muestran los datos suficiente evidencia
como para pensar que el conocimiento de x contribuye para predecir y, en
alguna region de observacion? ;Al contrario, se puede considerar que es bas-
tante probable que, aun sin estar y y x relacionadas, los puntos observados
formen un diagrama como el de la figura 11.1?

Las preguntas desde el punto de vista practico se refieren al valor de 3;; el
cambio medio que se experimenta en y por unidad de cambio en x. El decir
que x no proporciona informacion para predecir y es equivalente a decir 8, = 0.
(Si B = 0, se predice siempre el mismo valor para y sin importar cual sea el
valor de x.) Asi que lo primero que hay que hacer es probar la hipotesis de que
B1 = 0 contra la alternativa de que 8, # 0. Como ya se habra sospechado, el
estimador 3, es extremadamente util en la construccién de un procedimiento
para probar esta hipétesis. De ahi que sea necesario examinar la distribucion
de probabilidad que se obtiene para los valores estimados 3, cuando se mues-
trea repetidas veces de la poblacion de interés.

Con base en las suposiciones acerca de la distribucion de y para un valor
de x, se puede mostrar que tanto 8, como S tienen una distribucién normal y
que el valor esperado y varianza para 3, son

EB)=8

2
g

.~ SC,

‘Q?u

Esto es, B, es un estimador insesgado para B,; y como se sabe cual es su
desviacion estandar, se puede construir una estadistica como la descrita en la
seccion 8.14, esto es

zzél-Bl___ QI_BI
O, (r/\/S_CX

que tiene una distribucién normal estandarizada para muestreo repetido. Ahora

. 2 . . ,
bien, como el valor o~ es desconocido, se debe obtener un estimador de €l que
permita estimar finalmente la desviacion estandar de 3, la cual queda estimada
por

. N
LN

Sustituyendo a o por s en la expresion para z, se obtiene, al igual que en el
capitulo 9, una estadistica

B,-B, B, -8B
— 1 1 — 1 l.\/—'—T
s/V SC, S SCs

la cual puede mostrarse que se distribuye como una ¢ de Student con (n — 2)
grados de libertad en muestreo repetido. Note que el nimero de grados de
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libertad asociados a s es el mismo que el niimero de grados de libertad
asociados a 1.

De lo anterior, para probar la hipotesis de que B, es igual a algin valor
numeérico, por ejemplo 8, = 0, se utiliza el procedimiento de la ¢ que se vi6 en
el capitulo 9. Denote por B el valor hipotetizado para B,. El procedimiento
de prueba se da en el cuadro.

Un procedimiento para la prueba de hipotesis relativa
a la pendiente de la recta
Hipotesis nula Ho:B£ = Bio

Hipétesis alternativa: La da el experimentador y depende de los valores de
B1 que desee detectar.

Estadistica: + = BI;SBIQ SC,

Region de rechazo: Vea los valores criticos para ¢, tabla 4 del apéndice para
(n — 2) grados de libertad.

Utilice los datos de la tabla 11.2 para determinar si existe evidencia que
indique que B, difiere de 0 al utilizar una relacién lineal entre el gasto publici-
tario x y el volumen mensual medio, y, de ventas.
Solucion  Se desea probar la hipoétesis nula

Hy,:B,=0
contra la hipotesis alternativa

H,:B,#0

a partir de los datos para gastos publicitarios y volumen mensual de ventas
de la tabla 11.2. La estadistica para probar la hipotesis es

3. -0
B, V'SC,

N

t =

y si se escoge a = .05, se rechazaria Ho si 1 > 2.306 o t < —2.306, el valor cri-
tico leido de la tabla cuando (n — 2) = 8 grados de libertad. Sustituyendo
estos valores, que ya han sido calculados en los ejemplos 11.1 y 11.2, se
obtiene

B 52.57
_B VSC, = ——\V 444 =5.12
s 6.84

El valor de la estadistica resultd ser mayor que el valor critico para la ¢,
2.306, de donde se rechaza la hipétesis 81 = 0 y se concluye que hay eyidencia
que indica que los gastos publicitarios proporcionan informacion para la

prediccion de los volimenes mensuales de ventas.
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Una vez que se ha decidido que B, es diferente de 0, resulta de interés el
examinar con mayor detalle la relacion entre y y x. ;Si x aumenta una unidad
cual sera el cambio estimado para y y qué confianza se puede tener en dicha
estimacion? En otras palabras, se requiere un estimador para la pendiente §i.
Es probable que hasta este momento no se haya sorprendido usted por la
similitud entre los procedimientos de los capitulos 9 y 11, asi que tampoco le
sorprendera que el intervalo de confianza del (1 — «)100% para B, sea el que
aparece en el cuadro, cosa que puede demostrarse.

Un intervalo de confianza para 3

Bt

lo;28
SC«

Ejemplo 11.4  Encuentre el intervalo de confianza del 95% para B basandose en los datos
de la tabla 11.1.

Solucién El intervalo de confianza del 95% para f3;, basado en los datos de
la tabla 11.1 es

Sustituyendo, se obtiene,

(2.306)(6.84)
52.57 + ———— = 52.57 = 23.67
V .444
Lo anterior quiere decir que si se aumenta en una unidad la x, esto es si
se aurmenta en $10.000 el gasto publictario, se estima que el aumento en los
volimenes mensuales de venta correspondientes sera entre 28.90 y 76.24 o en
las unidades originales para y, sera entre $289,000 y $762,400.

Algunos aspectos relativos a la interpretacion de los resultados requieren
de comentario. Como ya se dijo, B es la pendiente de la recta supuesta sobre
una region de observacion, que indica el cambio en E(y/x) por unidad de
cambio en x. Si no se rechaza la hipétesis 8, = 0, eso no quiere decir que y y x
no estén relacionadas. En primer lugar se debe tener presente la probabilidad
de cometer un error tipo 11, esto es, el aceptar que la pendiente es 0 cuando esta
hipétesis es falsa. En segundo lugar, puede ser que y y x estén perfectamente
relacionadas pero en un modo curvilineo, no lineal. Como ejemplo, en la figura
11.5 se bosqueja una relaciéon curvilinea entre y v x para x en el dominio:
a < x </ Nétese de la figura 11.5, que una linea recta proporcionaria un buen
predictor para y si ésta se ajustara sobre un intervalo pequefio del dominio de
x, por ejemplo b < x < ¢. La recta que hubiera resultado seria la recta 1. Por
otro lado si se ajusta una recta sobre la region ¢ < x = d, B, resultaria cero y la
recta de mejor ajuste seria la recta 2. Lo anterior ocurriria aun en el caso en el.
que todos los puntos cayesen perfectamente en la curva y y y x tuvieran una
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>
¥

linea 2

Figura 11.5 Relacion curvilinea

relacion funcional como la definida en la seccidon 11.2. Se debe tener cuidado al
sacar conclusiones si es que no se encuentra evidencia que indique que
difiere de cero, ya que posiblemente la razén se deba a haber escogido el
modelo probabilistico equivocado para la situacion particular que se estudia.

Los comentarios anteriores contienen una segunda implicacion. Si los
datos previenen de x en el intervalo b < x < ¢, entonces la ecuacion de pre-
diccion resulta apropiada pero s6lo sobre esa region. El extrapolar para pre-
decir valores de y para x fuera de la region b < x < c en la situacion ilustrada
en la figura 1.5 traeria como consecuencia un error de prediccion considerable.

Si los datos proporcionan evidencia que indique que 8, difiere de cero, no
se puede concluir que la relacion entre y y x es lineal. Sin lugar a dudas que y
debe ser funcién de un buen niimero de variables, cuya existencia queda mos-
trada en mayor o menor grado por la presencia de un error aleatorio € en el
modelo. Lo anterior es la razén por la cual se ha tenido que recurrir a un
modelo probabilistico. Los errores grandes en la prediccion se deben entonces
a curvaturas en la relacion entre y y x y a la presencia de otras variables a las
cuales no se les toma en cuenta en el modelo y que influyen en los valores de v.
Todo lo que se puede decir, sin embargo, es que se tiene evidencia de que el
valor de y cambia si el valor de x cambia y de que se puede obtener una mejor
prediccion para y si se usa x y la linea recta de mejor ajuste que la prediccion
que se obtendria al usar simplemente y e ignorar x. Lo anterior no implica una
relacion causal entre x y y. Posiblemente hubo una tercera variable que causo6
tanto el cambio en x como en y, produciendo la relacion que se observo.

La desviacion estandar del estimador de ;.

o

G
'=\/—S—C—x= n
\/Z(X;-i)z

i=1

T

arroja informacion sobre el como seleccionar los valores de x, esto es, el modo
de disefiar un experimento para obtener el mejor estimador de la pendiente B;
y de la media de los valores de y para un x dado, E(y/x). Para ilustrar lo
anterior note que
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En los datos del ejercicio 11.4, jhay suficiente
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> (x, - 0

i=1
aparece en la férmula para o 8, Esa cantidad mide la dispersion (variacion) de
los valores de x. Mientras mas grande sea la dispersion de los valores de x, mas
grande sera

n
2 (Xi - X)2
i=1
Al examinar la formula para op,, se ve que mientras mas grande sea
n
Y (x; - %)?
i=1
mas pequefio sera 0B, Esto proporciona una sugerencia para encontrar un
buen disefio de experlmento para hacer el mejor ajuste lineal a un conjunto de
datos. Fije la gran mayoria de los valores de x en los extremos de la region
experimental, la mitad en cada extremo y solo unos cuantos al centro que per-
mitan detectar presencia de curvatura, si s que existe.

Ejercicios

del mercado bursatil. Si para un fondo de inversion

evidencia de que y y x estén relacionadas linealmente?
(Pruebe la hipotesis 81 = 0; use a = .05.)

11.9. En los datos del ejercicio 11.5, ;hay suficiente
evidencia de que los costos y la produccion estén
relacionadas linealmente? Use a = .05.

11.10. En un estudio de distintos fondos para in-
version se desarrollé un procedimiento consistente
en construir la llamada “recta caracteristica” para
cada posible fondo. Dicha recta no es otra cosa mas
que la recta de regresion de la redituabilidad del
fondo considerado sobre la redituabilidad promedio

la pendiente de su recta caracteristica es significativa-
mente distinta de cero, se dice que ese fondo es
muy sensible a las fluctuaciones de la bolsa de va-
lores y por ende es una inversion riesgosa. Si el
fondo tiene una recta caracteristica con pendiente
cercana a cero se dice que es una inversion estable
y de poco riesgo. La redituabilidad tanto del fondo
“Penn Square Mutual” como la promedio en el mer-
cado bursatil se observo en el periodo 1964 a 1973 y
se dan en la tabla siguiente.

Afo 1964 1965 1966 1967 1968 1969 1970 1971 1972 1973
“Penn Square” 18.4 29.7 —-12.3 10.8 236 -162 58 7.2 7.7 -8.8
Promedio en

mercado 129 9.1 -13.1 20.1 7.7 —-11.4 .1 10.8 156 —-17.4

Fuente: Wiesenberger Financial Services: Investment Companies, Mutual Funds and Other Types, 1974.

a. Encuentre la ‘“recta caracteristica” del fondo
“Penn Square Mutual” (esto es, la recta de regresion
de la redituabilidad del fondo sobre la redituabilidad
promedio). )

b. Grafique los puntos y la recta de regresion para
verificar sus calculos.

c. Describa el tipo de riesgo asociado a invertir en
el “Penn Square Mutual” (esto es, pruebe la hipotesis

B, = 0; use a = .095).

11.11.  Encuentre un intervalo confidencial del 95%
para la pendiente de la recta caracteristica del fondo
“Penn Square Mutual” del ejercicio 11.10.

11.12. Encuentre un intervalo confidéncial del 90%
para la pendiente de la recta que relaciona costos con
produccion del ejercicio 11.5.
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11.13. Un experimento de mercados se realizo para | marcas. Los compradores seleccionaron los articulos
estudiar la relacion entre el tiempo que requiere un | basadcs exclusivamente en las descripciones y disefios
comprador para decidirse en su compra y el numero | de las presentaciones de cada producto. El tiempo
de presentaciones distintas del producto exhibidas. | utilizado hasta llegar a una seleccion fue registrado
Las marcas se eliminaron de los productos para re- | para los 15 participantes en el estudio.

ducir el efecto de las preferencias a determinadas

Tiempo requerido
(en seg.) 5,8,8,7,9 7,9,8,9,10 10,11,10,12,9

Numero de alternativas I
(presentaciones) 2 3 4

a. Encuentre la recta de minimos cuadrados para | d. ;Presentan los datos suficiente evidencia que in-

estos datos. dique que el tiempo requerido para decidir esta li-
b. Grafique los puntos y la recta para verificar sus | nealmente relacionado al nimero de presentaciones?
calculos. (Pruebe al nivel « = .05.)

c. Calcule s°.

11.6 Estimacion de E(y/x), el valor
esperado de y para un valor
dado de x

En los capitulos 8 y 9 se estudiaron métodos para estimar la media de una
poblacién u y se vieron muchas situaciones practicas en las que se aplicaban
estos métodos, en los ejemplos y ejercicios. Se considera ahora una generaliza-
cion de este problema.

El estimar el valor medio de y para un valor de x dado (esto es, estimar
E(y/x)) puede ser de mucha aplicacion. El encargado de seguridad industrial
en una empresa puede estar interesado en estimar el numero medio de algin
tipo de accidentes dado el numero de horas que cada empleado ha estado su-
jeto a entrenamiento especial para seguridad. O quiza el director de personal
desea estimar el nimero medio de afios que un empleado permanecera en la
compaiiia dado un cierto puntaje obtenido en un examen disefiado para medir
su compatibilidad con el tipo de trabajo. Si en una empresa, la ganancia y se
encuentra linealmente relacionada a los gastos publicitarios x, el gerente de
ventas querra estimar la ganancia media para un cierto nivel de publicidad x.
Por ejemplo si la compaiiia invierte $10,000 en publicidad, ;cuanto debe es-
perar que sea E(y/x)? El encontrar un intervalo de confianza para E(y/x) sera
el tema de esta seccion.

Suponga que y y x estan linealmente relacionadas de acuerdo al modelo
probabilistico definido en la seccién 11.2 y por ende que E(y/x) = Bo + Bix
representa al valor esperado de y para un valor dado de x. La recta ajustada

y= Bo + Elx
pretende estimar la recta de medias F(y/x) (estimando Bo y B8;). De ahi que y

pueda emplearse para estimar el valor esperado de y al igual que para estimar
algun valor futuro de y. Parece razonable suponer que los errores en la predic-
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cién seran distintos entre si para estos dos problemas de estimacién. Los dos

procedimientos de estimacion son, de hecho, diferentes. En esta seccidon se

considera la estimacion del valor medio de y para un valor dado de x.
Observe las dos rectas de la figura 11.6. Una representa a la recta de

medias
E(y|lx) = By + B,x
y la otra es la recta ajustada o ecuacidn de prediccion,
y=Bo+ Byx
Se puede observar en la figura que el error al estimar el valor esperado de y
cuando x = x, es la desviacion entre las dos rectas sobre el punto x,. También
se observa que ese error aumenta a medida que x, se aleja hacia los extremos

del intervalo sobre el cual x toma valores.
Se puede mostrar que el valor pronosticado (prediccion para y)

y= Bo + le
es un estimador insesgado de E(y/x), esto es, E(y) = Bo+ Bix, y que J tiene
distribucién normal, con varianza

g [L . (L‘_XL]
n SC,

La estimacion correspondiente para o7} usa s en lugar de o” en la expresion
anterior. '

Los resultados anteriores pueden ser usados para probar una hipotesis
acerca del valor medio o esperado de y para un valor dado de x, por ejemplo
xp.* (El problema de probar hipotesis sobre la ordenada al origen 8, quedaria
incluido en el anterior al hacer x, = 0.) La hipotesis nula es

H,: E(y|x= x,) = E,

g

<t

en donde £, es un valor numérico hipotético para E(y) cuando x = x,. En esta
ocasion también puede mostrarse que la expresion

N valor esperado de y
]

,\p

X

Figura 11.6 Valores esperados y pronosticados para y

*Vea los comentarios de la seccion 11.5 en relacion a la conveniencia de que x, esté dentro
de la region de valores observados de x.
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Ejemplo 11.5
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{ = y— Eo _ y - E,
estimador de o 5 ) 1 (x, — %)
n SC,

tiene una distribucion ¢ de Student con (n — 2) grados de libertad en muestreos
repetidos. El procedimiento estadistico para probar la hipétesis se desarrolla
exactamente igual que para la otra prueba ¢ vista antes.

Un procedimiento para la prueba de hipotesis relativa al
valor esperado de y
Hipétesis nula Ho: E(y/x = x,) = Eo.

Hipotesis alternativa: La da el experimentador y depende de los valores de
E(y/x) que desea detectar

- Y~ £
Estadistica de prueba: r = =
L (x,—x)
¢ [ — 42 77
n SC,

Region critica o de rechazo: Vea los valores criticos para ¢, tabla 4 del apéen-
dice, para (n — 2) grados de libertad.

El intervalo de confianza correspondiente, con coeficiente de confianza
(1 — a), para el valor esperado de y cuando x = x, se da en el cuadro.

Un intervalo de confianza para E (y/x)

1 (x — x)?
PEitgas, | —+ —F——
n SC,

Utilice los datos de la tabla 1.1 y encuentre un intervalo de confianza del
95% para el volumen mensual esperado de ventas cuando los gastos en
publicidad son x, = 1.0 ($10,000).

Solucion En la estimacion del volumen mensual esperado de ventas para un
gasto publicitario de x, = 1.0, se utiliza

y = BO+lep

Con ello se calcula 7, y se estima E(y/x = 1.0). De los valores calculados en
ejemplos anteriores, se tiene

P =46.49 + (52.57)(1.0) = 99.06 0 $990.600

La expresion para el intervalo de confianza del 95% es

. \/ I (x, - X)?
FlosS\ —
Y= Loas n SC,
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Sustituyendo en esta expresion, se encuentra que el intervalo de con-
fianza del 95% para el volumen mensual medio (esperado) asociado a un
gasto en publicidad de 1.0 (X $10,000) es

1
99.06 + (2.306)(6.84) \/ <+

(1.0 — .94)2
.444

Efectuando estas operaciones se llega a
99.06 = 5.19 o lo que es lo mismo, entre  93.87 y 104.25

Como cada unidad representa $10,000, en unidades monetarias se estima
que las ventas mensuales esperadas sobre la poblacion de los meses en los que
la compaiiia gasta $10,000 estan entre $938,700 y $1,042,500.

Ejercicios

11.14. Refiérase al ejercicio 11.4. Estime el valor
esperado de y dado x = I, usando un intervalo de
confianza del 90%.

11.15. Refiérase al ejercicio 11.5. Estime el costo
medio asociado a una prediccion de 55,000 unidades
(x = 5.5). Utilice un intervalo de confianza del 95%.
11.16. El continuo aumento en el precio del petroleo
en los ultimos afios ha originado un aumento también
continuo en los costos para el industrial que tiene que

transportar sus bienes terminados al mercado. Para

abatir esos costos de transporte, el industrial ha susti-
tuido los medios usuales de transporte por otros mas
baratos; por ejemplo flete ferroviario en lugar de
carga aérea. En un estudio hecho en una compaiiia
para estudiar los costos de transporte aéreo, se se-
leccionaron al azar 9 facturas de transporte aéreo
utilizado para enviar mercarcia, para estimar la rela-
cion entre el costo por unidad transportada y la dis-
tancia recorrida. Los resultados se encuentran en la
tabla.

Distancia
(X 100 km.) 6 13 27 15 9 11 21 14 12
Costo por unidad $49 $93 $159 $115 S$S66 $90 $139 $98 $88

transportada

a. Encuentre la recta de minimos cuadrados para
estimar el costo de transporte y (por unidad transpor-
tada) a partir de la distancia recorrida (x).

b. Por logica, si la distancia recorrida fuese 0 km.,
entonces el costo debiera ser $0. Explique por qué la

11.7

recta de minimos cuadrados no pasa por el origen.
(Deberia pasar por el origen?

c. Estime el costo medio de transporte por unidad
para una carga que se enviara 1700 km (x = 17),
usando un intervalo confidencial del 90%.

Prediccion de un valor particular

de y para un valor dado de x

Suponga que la ecuacion de prediccidon obtenida de las 10 observaciones de la
tabla 11.1 se hubiera utilizado para predecir el volumen de vehtas-de un mes
seleccionado al azar. Aun cuando resulta de interés considerar el valor esperado
de y para un valor particular de x, el interés principal es el poder usar la ecua-
cion de prediccién § = B, + Bix basada en los datos observados, para poder
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Ejemplo 11.6

11 Regresion lineal y correlaciéon

predecir el volumen de ventas de un mes particular (en el cual se supone que la
compafiia ha estado o estd en operacion). Si los gastos en publicidad para este
mes son x,, se observa, intuitivamente, que el error en la prediccion que se haga
(la desviacidn entre j y el volumen de ventas reales y) puede descomponerse en
dos aportaciones. La cantidad (y — y) es igual a la diferencia entre y y el valor
esperado de y cuando x = x, (descrita en la seccion 11.6 y mostrada en la figura
11.6) sumada a un error aleatorio ¢ que representa la diferencia entre el valor
esperado de y y el valor real de y (véase la figura 11.7). De ahi que la variabili-
dad en el error en la prediccion de un solo valor de y sea superior a la varia-
bilidad del error en la estimacion del valor esperado de y.

Se puede mostrar que la varianza del error (y — J) en la prediccion de un
valor particular de y cuando x = x, es

1 (x, — x)?
Ugrror =0'2 [1 + — + —p—}
n SCx

Cuando n es muy grande, el segundo y tercer término dentro del paréntesis
cuadrado, son muy pequefios y asi la varianza del error de prediccion se parece
(y mas mientras mas grande sea n) a o’. Estos resultados pueden usarse en la
construccion de un intervalo de prediccion del (1 — «).

Un intervalo de prediccion para y
1 (x. - x)?
bt g8 ([ 1+ — + —B—
Y+ lal2 f n SC,

Encuentre un intervalo de prediccion del 95% para el volumen de ventas que
experimentara la compaiiia el proximo mes, si destina para publicidad
$10,000. Suponga para lo anterior, que todas las condiciones de tipo
economico que afectan el problema se mantendrén en el préximo mes
aproximadamente igual que durante los meses considerados para la cons-
truccion de la tabla 11.1.

X

Figura 11.7  Error en la prediccion de un valor particular de y
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Solucion  Si en un mes particular el gasto en publicidad es de $10,000 eso
quiere decir x, = 1.0 y se predice el volumen de ventas como

(1.0 — .94)?
+ —_—

444

o lo que es lo mismo entre 82.46 y 115.66. En las unidades monetarias origi-
nales, el intervalo de prediccion del 95%, para las ventas del mes proéximo, es
$990,600 + $166,000, o lo que es lo mismo,

entre $824,600 y $1,156,600

Note que en el ejemplo practico, se tendrian.registros de mas de 10 meses
sobre gastos publicitarios y ventas. El contar con mas informacion, reduciria
el ancho del intervalo de prediccion, al reducir la cantidad que aparece dentro
de la raiz cuadrada en la expresion del intervalo.

1
99.06 + (2.306)(6.84) \/l + E =99.06 + 16.60

Observe la diferencia entre el intervalo confidencial para E(y/x) discu-
tido en la seccion 11.6 y el intervalo de prediccion presentado en esta sec-
cion. E(y/x) es una media, un pardmetro de la poblacion de los valores de
Yy y es una variable que varia alrededor de E(y/x) en forma aleatoria. Fl
valor esperado de y cuando x = 1.0 es completamente diferente (conceptual-
mente) de algin valor de y escogido al azar de entre todos los valores de y
asociados a x = 1.0. Para hacer una distincion clara al hacer inferencias
siempre se estima el valor de un pardmetro mientras que siempre se predice
(prondstica) el valor de una variable aleatoria. Como se indicé previamente y
a traves de las figuras 11.7 y 11.8, el error en la prediccidon de y es diferente del

Intervalo de pre-

- diccion del 95%

para y cuando
x=1.0

Volumen de ventas, y

50 1 1 1 1 1 1 1 1

S .6 7 .8 9 1.0 1.1 12 1.3

Gastos en publicidad, x

Figura 11.8 Intervalos de confianza para E(y/x) y de prediccion para y basadas
en la tabla 11.1
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11.17.

Refiérase al ejercicio 11.5. Suponga que la
produccion en un cierto periodo es de 55,000 uni-

11 Regresi6n lineal y correlacion

error en la estimacion de E(y/x). Esto es evidente al observar las anchuras de
los intervalos tanto de prediccion como de confianza.

Una gréfica de la anchura del intervalo de confianza para E(y/x) y de la
anchura del intervalo de prediccion para y, de los datos de la tabla 11.1, se
muestra en la figura 11.8. La grafica se construy6 para ser usada con cualquier
valor de x,. La del intervalo de confianza aparece con lineas continuas y la de
prediccion con lineas punteadas. Observe cémo la anchura de los intervalos
crece cuando x, se aleja de X =.94. En particular, observe los intervalos de
confianza y de prediccién para x, = 1.0 que fueron calculados en los ejemplos
11.5y 1L6.

Ejercicios

hasta decidirse por una de las presentaciones.
11.19. Se condujo un experimento en un supermer-

dades. Encuentre un intervalo de prediccion del 95%
para y, el costo en el que se incurrira en esc periodo.
Compare este intervalo de prediccion con el intervalo
de confianza para E(y/x = 5.5) calculado en el ejer-
cicio I1.15.

11.18. Refiérase al ejercicio 11.13. Suponga que a
un comprador, se le muestran tres presentaciones del
producto. Encuentre un intervalo de prediccion del
90% para y, el tiempo que requeriria el comprador

Ventas
semanales,

y 526 421 581 630 412

cado para estudiar la relacion entre la cantidad de
espacio destinado a un determinado café (marca A) y
el volumen de ventas semanales de ese café. La canti-
dad de espacio destinado en la estanteria se vario en
exhibidores (“displays”) de 3, 6 y 9 anaqueles alea-
toriamente durante 12 semanas, mientras que para
las otras marcas de café, se mantuvieron constantes
en exhibidores de 3 anaqueles. Los datos del experi-
mento se encuentran en la tabla.

560 434 443 590 570 346 672

Exhibidor
de x

anaqueles 6 3 6 9 3

a. Encuentre la recta de minimos cuadrados para
estos datos.

b. Grafique tanto los puntos como la recta como
una verificacion de sus calculos.

c. Calcule s°.

d. Encuentre un intervalo de confianza del 95%
para la media de las ventas semanales del café (marca

11.8

9 6 3 9 6 3 9

A) si se presenta en exhibidores de 6 anaqueles.

e. Suponga que durante la semana entrante se pre-
sentara el café en un exhibidor de 6 anaqueles. En-
cuentre un intervalo de prediccion del 95% para las
ventas semanales. Explique la diferencia encontrada
entre este intervalo y el obtenido en d.

Coeficiente de correlacion

Con frecuencia se requiere de un indicador o medida de la fuerza con la que
dos variables y y x se encuentran linealmente relacionadas, de modo que-el
indicador no dependa de las escalas en las que cada una de las variables y y x
se hayan medido. Un tal indicador o medida se conoce como una medida de
la correlacion lineal entre y y Xx.
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La medida de correlacion lineal comunmente usada en la estadistica es el
llamado coeficiente de correlacion de Pearson entre y y x. Esta cantidad,
denotada por el simbolo r, se calcula como se indica en el cuadro.

Coeficiente de correlacion de Pearson
_SCy
" /SCSC,

Calcule el coeficiente de correlacion para los datos de gastos publicitarios y
volumenes de venta de la tabla 11.1.

Solucion El coeficiente de correlacion para los datos de la tabla 11.1'se
obtiene utilizando la formula de r y las cantidades

SC,, = 23.34 SC, = .444 SC, = 1600.9
que ya habian sido calculadas. De ahi,

_sc, 2334
" T /SC.SC,  / .444(1600.9)

~
=

Un estudio sobre el coeficiente de correlacion r proporciona resultados
interesantes y entre ellos, la razén por la cual se escoge como medida de corre-
lacion lineal. Primero se observa que los denominadores, tanto de r como de 3,
son siempre positivos por ser esencialmente sumas de cuadrados. También, se
observa que el numerador de r y de 8, es el mismo. De lo anterior que el
coeficiente de correlacién r y 8, siempre tendra el mismo signo y ademas r sera
cero sélo si B8, = 0. Asi que r = 0 implica la ausencia de correlacién lineal entre
y y x. Un valor de r positivo implica que la pendiente de la recta es positiva (la
recta crece a la derecha); un valor de r negativo indica que la recta decrece a la
derecha (pendiente negativa).

La figura 11.9 muestra seis diagramas tipicos y sus correspondientes
coeficientes de correlacion. Notese que r = 0 implica ausencia de correlacion
lineal y no ausencia de correlacion. Podria existir un patron pronunciado de
asociacion curvilinea como el de la figura 11.9(b) con un coeficiente de correla-
cion lineal igual a cero. En general, se puede decir que r mide la asociacion
lineal entre dos variables y y x. Cuando r =1 6 r = —1, todos los puntos deben
pertenecer a una linea recta; cuando r = 0, se encuentran dispersas sin mostrar
evidencia alguna de relacion lineal. Cualquier otro valor de r simplemente
sugiere el grado de dependencia lineal.

La interpretacion de los valores de r distintos de cero puede lograrse si se
comparan los errores de prediccion usando la ecuacion de prediccion

y=B8o+B,x
con los errores al predecir si se usa exclusivamente como predictor para ), su
media muestral y, que seria el predictor si se ignoraran por completo fos va-.
lores de x.

Las figuras 11.10(a) y (b) muestran las rectas y = 8o + Bix y § =¥ como
dos ajustes para los mismos datos. Ciertamente que si x es de algin valor en
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Figura 11.9 Algunos diagramas tipicos y sus correspondientes coeficientes de correlacion

la prediccion de y, la suma de cuadrados SCE de desviacion de y respecto a la
recta 7 = fo + Bix debera ser menor que la suma de cuadrados de desviacion

de y respecto a su promedio y, que €s
SC, = (v, — ¥’
i=1
De hecho, puede verse que SCE no puede ser jamas mayor que

SC, = E (y, — ¥)*
i=1
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x x
(@) (b)

Figura 11.10 Dos modelos para ajustar los mismos datos

ya que
_ (8¢
SC,

~ Sny
SCE = SC, — 8:SC,, = SC, — ( ) SC,, = SC,

SCx

En otras palabras, SCE es igual a SC, menos una cantidad positiva y de ahi
que no pueda ser mayor que SC,.
Mas aun, con una poca de manipulacion algebraica, sc puede mostrar que
_ SCE _ SC, — SCE
SC, SC,

En otras palabras, r* tiene que tomar valores en el intervalo

=1

0<r<li

y r valdra +1 6 —1 solo cuando todos los puntos del diagrama pertenezcan
exactamente a la linea recta, que es lo implicado por la condicion SCE igual a
cero.

De hecho r? es igual al cociente entre la reduccion en la suma de cuadra-
dos de las desviaciones que se obtiene cuando se pasa del modelo y =y al
modelo § = fo + Bix, y la suma de cuadrados total asociada a las desviaciones
cuando se considera el modelo y =Y. El cuadrado de r, r* es llamado el
coeficiente de determinacién y su interpretacion como medida de la fuerza de
la relacion lineal es mas sencilla de hacerse que para r.

El coeficiente de determinacion

(yvi— j‘-’)z — SCE
,_ SC,—SCE _ ;
> (=3
i=1

" T78C,
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Obsérvese que el coeficiente de correlacion muestral r es un estimador del
coeficiente de correlacion poblacional, p (rho del griego), que se obtendria si
se calculase el coeficiente de correlacion con todos los puntos de la poblacion.
Una discusion sobre el procedimiento para probar hipotesis acerca del valor de
p o del como construir cotas para el error de estimaciéon de p queda fuera del
alcance de este texto. En general el interés seria probar la hipétesis nula de que
p =0 y una estadistica comunmente usada para ello es, otra vez, una ¢ de
Student con (n — 2) grados de libertad:

rvn-2
t= ————
Vi1l-r?
Con algebra comun se puede mostrar que
rvin-=2 ﬁl
t= ——=—VS(C,
Vi-r s

De ahi que la prueba de ¢ para la hipotesis p = 0 resulte equivalente a la prueba
de ¢ de la seccion 11.5 para la hipotesis 8 = 0. Aun cuando la prueba puede
ser de interés en ocasiones, la mayoria de las investigaciones tendran como
objetivo el estimar la media de y o el predecir un valor particular de y para un
valor dado de x. '

El coeficiente de correlacion r proporciona una medida razonable de qué
tan bueno es el ajuste de los datos a la recta de minimos cuadrados; pero su
uso para inferir sobre p es dudoso en muchas ocasiones. Parece poco factible
que en la fisica o la economia, el fendmeno observado y resulte ser funciéon de
una sola variable. De lo anterior que el coeficiente de correlacion entre las
ventas mensuales de una compaiiia y cualquier otra variable resulte ser pequefio
y de utilidad cuestionable. Una mayor reduccién en la suma de cuadrados de

- desviacion SCE quizas podria lograrse construyendo un predictor para y ba-

sado en un conjunto de variables x, x>, ... y no solo una.

Otro aspecto en relacion a la interpretacion de r hay que tener presente, es
la frecuencia con que algunos investigadores presumen con orgullo de valores
de su coeficiente de correlacion muestral en la vecindad de .5 (y en algunos
casos hasta del orden de .1), como indicativos de la presencia de una relacion
entre y y x. Ain cuando estas estimaciones de p fuesen muy precisas, solo
indicarian una relacion débil. Un valor de r de .5 por ejemplo, implica que si x
es utilizada para predecir y, la reduccion porcentual lograda en la suma de
cuadrados por usar x es simplemente r* =.25 o sea el 25%. Un valor del
coeficiente de correlacion de .1 indicaria una reduccidon porcentual en la suma
de cuadrados del 1% por usar x como variable explicativa.

Por otro lado, si los coeficientes de correlacion lineal entre y y cada una
de las variables x; y x, fuesen .4 y .5 respectivamente, no se sigue de ahi que un
predictor que use ambas variables produzca una reduccion porcentual en SCE
del (.4)* + (.5 = 41, esto es, del 41%. Si x, y x; estan altamente correla-
cicnadas entre si, puede ser que contribuyan esencialmente lo mismo en el
problema de prediccion de y.

Finalmente, recuérdese que r es una medida de correlacion lineal y que ' y
x pudieran estar perfectamente relacionadas por una funcion curvilinea con
p=0.
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11.8 Coeficiente de correlacion

Ejercicios

11.20. Describa el significado del signo y la magni-
tud de r.

11.21.  {Qué se implica si el valor de r es cercano a
cero?

11.22.  ;{Qué valor adquiere r si todos los puntos
caen en una recta de pendiente positiva? jY si la
pendiente es negativa?

11.23.  Calcule el coeficiente de correlacion entre
las redituabilidades anuales del fondo Penn Square
Mutual y las redituabilidades promedio del mercado

del ejercicio 11.10.

11.24. ;Existe relacion entre el consumo de ener-
gia de un pais y su producto interno bruto (PIB)?
Uno estaria dispuesto a suponer que un pais con
mayor ingreso per capita requeriria de mayor con-
sumo de energia. Para examinar este problema se
seleccionaron al azar 12 paises y se han obtenido
para ellos el consumo per capita (en libras) y el producto
interno bruto per capita (en ddlares). Los resultados
se presentan en la tabla.

CONSUMO DE PRODUCTO IN-

CONSUMO DE PRODUCTO IN-

PAIS ENERGIA TERNO BRUTO PAIS ENERGIA TERNO BRUTO
(PER CAPITA) (PER CAPITA) (PER CAPITA) (PER CAPITA)
Estados Unidos 25,598 5,515 Canada 23,715 4.704
Australia 12,568 3,370 Dinamarca 12,273 3,978
Noruega 10.227 3,779 Francia 9,156 3.810
Japon 7,167 2,757 Italia 6,164 2,170
Venezuela 5,452 1,291 Grecia 3,543 1,382
Brasil 1,173 513 India 410 98

Fuente: U.N. Statistical Yearbook, 1973, y U.S. Statistical Abstract, 1974.

a. Calcule el coeficiente de correlacion r entre el
consumo de energia per capita y el producto interno
bruto per capita.

b. (Presentan los datos suficiente evidencia sobre la
existencia de una relacion lineal entre el consumo de
energia per capita y el PIB per capita? Pruebe la
hipétesis de que p = 0. Use @ = .05. (Recuerde que
la hipotesis p = 0 es equivalente a la hipotesis 8, = 0.
Vea la seccion I'1.5))

11.25. Refiérase al ejercicio 11.19. Calcule el coefi-
ciente de determinacion #* y discuta su significado.
11.26. Refiérase al ejercicio 11.5. (En qué porcen-
taje se reduce la suma de los cuadrados de las des-
viaciones de los costos si se utiliza la ecuacién pre-
dictora y en lugar de y?

11.27.  Una variable independiente que muestre una
ascciacion negativa fuerte con y es tan util como una
que muestre una asociacion positiva. El hecho impor-
tante es que la relacion sea fuerte, esto es, la magni-
tud absoluta del coeficiente de correlacion entre y y x
mas no el signo. Considere por ejemplo a las tasas de
interés y el numero de nuevas construcciones. Las
tasas de interés (x) proporcionan un indicador clave
para predecir el nimero de construcciones (y).

Si las tasas bajan, el nimero de construcciones
aumenta y si suben, el nimero de construcciones dis-
minuye. Suponga que los datos de la tabla represen-
tan a las tasas de interés en primeras hipotecas y el
registro de nuevas construcciones iniciadas en los 8
afios referidos.

Aro 1969 1970 1971 1972 1973 1974 1975 1976
Tasa de |
interés (%) 6.5 6.0 6.5 7.5 8.5 9.5 10.0 9.0

Licencias de
construccion 2165 2984 2780 1940 1750 1535 962 1310
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346 11 Regresion lineal y correlacién

a. Encuentre la recta de minimos cuadrados para
estimar el namero de licencias de construccion a
partir de las tasas de interés. Grafique los puntos y la
recta de minimos cuadrados como una verificacion
de sus calculos.

b. Calcule el coeficiente de correlacion para estos
datos. (Es el coeficiente de correlacion entre el nu-
mero de licencias de construccion y la tasa de interés
significativamente distinto de cero? Use a = .05.

c. (En qué porcentaje se reduce la suma de cuadra-
dos de las desviaciones del namero de licencias al
utilizar como predictor a la tasa de interés en lugar
del simple promedio del namero de licencias anuales?
d. Silos indicadores economicos indican que la tasa
de interés para primeras hipotecas sera del 8.5% el
proximo afio, pronostique el nimero de licencias
de construccidn que se otorgaran durante el afio en-
trante por medio de un intervalo de prediccion del

11.9

95%.

La aditividad de
sumas de cuadrados

Una propiedad interesante del analisis de regresion es que particiona la suma
de cuadrados totales

n
SC, =S (3, - 9)°
i=1
en dos partes. Una de ellas es atribuible a la suma de cuadrados de las desvia-
ciones de los valores de y respecto a la recta ajustada y que se denota SCE.
La otra parte representa a la reduccion (absoluta, no porcentual) en la suma de
cuadrados de desviaciones que resulta de incorporar la informacion con la que
contribuye la variable auxiliar x.
Para entender mejor la particion, note que el analisis tiende a particionar
a la desviacion misma de cada observacion respecto a su media (muestral),
(y: —¥), en dos partes, asi

()‘,»— )7) = ()’i‘ 57.) + (5’, - )7)
La particion de (y; — ¥) puede verse en la figura 11.11.

Al tomar la suma de las observaciones al cuadrado, sobre todas las obser-
vaciones, puede mostrarse llevando a cabo las manipulaciones algebraicas que

Figura 11.11  Particion de (y; — y) en (yi— p) y (Ji —¥)
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C=3 -9 = 2()’.—)’) +Z(y.—y)2
i=1

asi, la suma de cuadrados de y, denotada SC, (también llamada suma de
cuadrados total, SC total) se particiona en dos componentes.

Particion de la suma de cuadrados de y
SC total = SCR + SCE

en donde

SCR = 2 (i — ¥)* = suma de cuadrados debida a la regresion, que es la
cantidad de variacion total explicada por la varia-
ble auxiliar x, y

SCE = Z (yi — 71)* = suma de cuadrados del error, que es la cantidad de
i=1 variacion total que no pudo ser explicada por x.

La particion de la suma de cuadrados es importante por dos razones. Pro-
porciona una relacion aditiva de importancia entre las sumas de cuadrados

SC total = SCR + SCE

que con frecuencia reduce el esfuerzo computacional en el analisis de regresion
(se puede obtener cualquiera de ellas si se conocen las otras dos). La otra razén
es que ayuda en la interpretacion de la contribucion hecha por x para la
prediccion de y. Finalmente, notese que

SC, — SCE SC total — SCE SCR

2 Y — —

SC, - SC total ~ SC total

r

Resumen

Aunque no se enfatizd, el problema de predecir el valor de una variable
aleatoria y se considero solo en un contexto muy elemental en los capitulos 8 y
9. Si no se tiene informacion de variables relacionadas con y, la unica infor-
macién para predecir valores de y es la que proporciona su distribucion de
probabilidad. En el capitulo 5 se vi6 que la probabilidad de que y ocurra
(caiga) entre dos valores especificos y; y y2 es igual al area bajo la curva de su
distribucién de probabilidad sobre el intervalo: y; < v < y,. Si se tuviese que
elegir al azar un valor de la poblacion (que es el proceso de observar un valor
de y), seguramente que para pronosticar, se escogerian algunos de los mas
probables, como por ejemplo alrededor de u o alguna otra medida de tendencia
central, y la estimacion de u se hizo en los capitulos 8 y 9.

En el capitulo 11, se plante6 el problema de predecir y con base en la
informacién auxiliar proporcionada por otras variables x|, x2, ... que se su-
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ponen relacionadas con y y que por ello son utiles en su prediccion. La aten-
cion se centr6é en la prediccion de y como una funcién lineal de una sola
variable x, que es la extension inmediata al problema de prediccion conside-
rado en los capitulos 8 y 9. El caso mas interesante ain es el que considera a
y como una funcién lineal de un conjunto de variables independientes, y ese

caso es el tema del capitulo 12.

Ejercicios complementarios

11.28. ;Qué suposiciones se requieren para poder
usar la ecuaciéon de prediccion = o+ Bix en la
prediccion del valor de la variable dependiente y a
partir de la variable predictora x?

11.29. (Para que tipo de configuraciones de los
puntos muestrales se tendra s° = 07

11.30. ¢(Para qué parametro resulta ser s* un esti-
mador insesgado? Explique en qué forma aparece
este parametro en el modelo probabilistico.

11.31. Para la ecuacion lineal y = 6 + 3x.

a. Obtenga la ordenada al origen y la pendiente.

b. Grafique la recta correspondiente a la ecuacion.
11.32. Repita lo pedido en el ejercicio 11.31 para la
ecuacion lineal 2x — 3y — 5=0.

11.33.  Suponga que le son dados cinco puntos con
coordenadas.

¥ | 0 0 1 1 3

x l =2 —1 0 1 2

a. Encuentre la recta de minimos cuadrados para
estos datos.

b. Como una verificacion de sus calculos, grafique
los puntos y la recta obtenida.

c. Calcule s°.

d. (Presentan los datos suficiente evidencia de una
relacion lineal entre v y x? (Pruebe la hipotesis §; = 0
usando a = .05.)

11.34. Los siguientes datos del afio pasado repre-
sentan a los dias laborables en los que estuvo ausente
(»), y la antigiiedad en afios en la compaiiia (x) de
cada uno de 7 empleados escogidos al azar.

}’|2056492

x|7823537

a. Encuentre la recta de minimos cuadrados para
estos datos.

b. Como una verificacion para sus calculos de (a),
grafique los siete puntos y la recta obtenida.

c. Calcule s°.

d. (Presentan los datos suficiente evidencia de que y
y x estan linealmente relacionadas? (Pruebe la hipo-
tesis de que B, = 0 usando a = .05.)

11.35. Encuentre un intervalo de confianza del 90%
para la pendiente de la recta del ejercicio 11.33.

11.36. Encuentre un intervalo de cunfianza del 95%
para la pendiente de la recta del ejercicio 11.34.
11.37. Refiérase al ejercicio 11.34. Encuentre un in-
tervalo de confianza del 95% para la media de los
dias laborales en los que hay ausentismo de los traba-
jadores con 5 afios de antigiiedad. (Esto es, encuentre
un intervalo de confianza del 95% para el valor es-
perado de y cuando x =5.)

11.38. Refiérase al ejercicio 11.34. Encuentre un in-
tervalo de prediccion del 95% para el nimero de dias
laborables que estara ausente un empleado determi-
nado que se sabe que tiene 5 afios de antigiiedad.
Compare este intervalo con el calculado en el ejer-
cicio 11.37. Explique la diferencia entre los objetivos
al hacer inferencias de éste y el ejercicio 11.37.

11.39. Calcule el coeficiente de correlacion r para
los datos del ejercicio 11.34. ;Presentan los datos
evidencia como para suponer que el coeficiente de
correlacion poblacional p es significativamente dis-
tinto de cero? Use a = .05.

11.40. (En qué porcentaje se reduce la suma de
cuadrados de las desviaciones para los dias laborables
con ausentismo al incorporar la informacion auxiliar
proporcionada por la antigiiedad de los empleados
en lugar de usar simplemente y como predictor en el
ejercicio 11.37?

11.41. Se ha observado que para predecir la de-
manda (consumo) de combustibles para calefaccion,
resulta ser mas preciso el prondstico a largo plazo de
las temperaturas y el uso de la relacion temperatura-
consumo que el tratar de pronosticar directamente
demanda analizando las ventas de combustibles. Un
distribuidor de combustibles mantiene un registro de
ventas mensuales de combustible y de temperaturas
maximas en esos meses. A continuacion aparecen los
datos de nueve de estos meses seleccionados al azar.
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