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9.1

9.2

Inferencia con
muestras pequenas

Introduccion

En el capitulo anterior se discutieron métodos de inferencia, con base en
muestras grandes, acerca de la media de una poblacién y de la diferencia de las
medias de dos poblaciones; sin embargo es frecuente que el tamafio de muestra
se vea limitado por el costo y por el tiempo. Cuando es éste el caso, los pro-
cedimientos con muestras grandes del capitulo 8 resultan inadecuados y se re-
quieren otros procedimientos de estimacion y de prueba de hipdtesis. En este
capitulo se estudian varios procedimientos basados en muestras pequeiias que
estan muy relacionados con los procedimientos de muestras grandes del capi-
tulo 8. En particular se consideran en este capitulo procedimientos de estima-
cién y pruebas de hipétesis acerca de la media de una poblacion, la diferencia
entre la media de dos poblaciones, la varianza de una poblacién y la compara-
cion de las varianzas de dos poblaciones. (Las pruebas acerca de proporciones
con muestras pequefias fueron discutidas ya en el capitulo 6.)

La distribucion ¢ de Student

Para entrar en materia considere el siguiente problema. Se ha realizado un ex-
perimento muy costoso para evaluar un nuevo proceso para la producciéon de
diamantes sintéticos.- Se generan seis diamantes mediante-el nuevo proceso y
resultan estos de 0.46, 0:61, 0.52, 0.48, 0.57 y 0.54 kilates.

241


Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz


242

9 Inferencia con muestras pequeiias

‘Un estudio de los costos dei proceso indican que el peso promedio de los
diamantes debe ser mayor de 0.5 kilates para que ¢l proceso pueda ser ope-
rado con utilidad. Debe, entonces, decidirse si los pesos observados en estos
seis diamantes presentan evidencia suficiente para indicar que el peso promedio
de los diamantes, producidos mediante el proceso, es mayor que 0.5 kilates.
Esto es, se desea probar la hipotesis nula que 4 = 0.5 contra la hipdtesis alter-
nativa u > 0.5. - '

Como se recordara, por virtud del teorema central del limite, la estadistica
de prueba

_ e
a/Vn
posee una distribucion muestral que es aproximadamente normal cuando n es
grande. Para « = .05, puede emplearse una estadistica de una sola cola vy
rechazar la hipétesis nula si z > 1.645. Todo esto suponiendo que sc conoce o 0
que se dispone de un buen estimador s, basado en una muestra razonablemente
grande. (Se ha sugerido n = 30.) Desafortunadamente estas suposiciones no
son necesariamente satisfechas si n = 6, como es éste el caso. ;Como, en-
tonces, se puede probar la hipétesis nula 4 = 0.5 contra la alternativa u > 0.5
cuando se tiene una muestra pequefia?

Problemas como el arriba expuesto no son nuevos. Han recibido la aten-
cion de estadisticos v experimentadores desde comienzos de este siglo. Si la
desviacidn estandar muestral s substituye a o en z, cuando el tamafio de mues-
tra es pequeiio, (seguird teniendo la estadistica de prueba resultante, una distri-
bucién muestral aproximadamente normal? Mas especificamente, jpuede usarse
como region critica z > 1.645? En este casc jexcederdn 1.645 sélo el 5% de los
valores de z si el experimento se repitiese un buen nimero de veces y Ho fuese
cierta?

La respuesta a estas preguntas, como muchos de los problemas encon-
trados en las ciencias, pueden ser resueltos via experimentacion; en este caso se
tomarian muestras pequefias (n = 6) repetidas veces y se calcularia el valor de
la estadistica de prueba, para construir un histograma con los valores calcula-
dos de la estadistica de prueba, para visualizar asi la forma de la distribucion y
la localizacion de la region de rechazo.

La distribucién de la estadistica de prueba

Al
s/Vn

para muestras pequerias tomadas de una poblacion normal fue descubierta por
W.S. Gosset y publicada (en 1908) bajo el seudoénimo de “Student.” El se
refirié a la cantidad estudiada como ¢ y la cantidad ha sido conocida desde
entonces como ¢ de Student. Se omite la complicada forma de la expresion
matematica para la distribucion muestral de ¢ pero se describen algunas de sus
caracteristicas. .

En muestreo repetido, la distribucién de la estadistica de prueba

_y-e

t '_8/\/7.
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es comio en el caso de la z de forma acampanada y perfectamente simétrica
con respecto a = 0. A diferencia de z, es mucho mas variable y las colas de la
distribucion de ¢ son mas “densas.” Este fendmeno es facilmente explicable. La
variabilidad de z en repetidas muestras es debida solo a la variabilidad de V; las
otras cantidades que aparecen en z, que son 1y o, no son aleatorias. Por otro
lado, la variabilidad de 1 es el resultado de dos cantidades aleatorias y y s que,
puede ser demostrado, son independientes una de la otra. Cuando y es muy
grande, s puede ser muy pequefia, y viceversa, resultando de esto que ¢ sea
mas- variable que z en muestreo repetido (ver figura 9.1). Finalmente, como se
podria suponer la variabilidad de ¢ disminuye cuando n aumenta, porque la
estimacion s de o esta basada en mas y mas informacién. Cuando # es in-
finitamente grande, ambas distribuciones, la de 1 y la de z, son idénticas. Es
decir, como fue descubierto por Gosset, la distribucién de ¢ depende del tama-
no de la muestra n.

El divisor (n — 1) de la suma de cuadrados que aparecc en la férmula para
s’ es denominado el numero de grados de libertad asociados a s*. El origen del
termino “grados de libertad™ esta ligado a la teoria estadistica involucrada en la
distribucion de probabilidad de s°. No se hara referencia posterior a este punto.
Solamente se hara notar que cuando la estadistica 7 esid basada en n obser-
vaciones se dice que la distribucion posee (n — ) grados de libertad (g.1.)

Los valores criticos de 1 que separan la region de rech4zo y la region de
aceptacion para las pruebas estadisticas se presentan en la tabla 4 del apéndice.
La tabla 9.1 ilustra ¢l formato y muestra algunas entradas de ia tabla 4. il
valor tabulado 74 es el valor de 1 tal que a la derecha de éste queda una arca .
como se ilustra en la figura 9.2. Los grados de libertad (g.l.) asociados & s
aparecen en ia primera y ultima columnas de la tabla y las (q's para indicar
los distintos valores de « aparecen en la fila superior. Entonces si se desea, por
cjemplo, encontrar el valor de ¢ tal que el 5% del area quede a su derecha se
usara la columna marcada ¢so. El valor critico de ¢ en el ejemplo de los
diamantes que se encuentra en la columna foso y en la fila correspondiente a
gl.=n—1=6—1=5es 1050 = 2.015. Este valor se sefiala en la tabla 9.1.
Entonces se rechazara Ho cuando ¢ > 2.015.

Debe notarse que el valor critico de ¢ es siempre mayor que el corres-
pondiente al valor critico para z para un « dado. Por ejemplo, cuando a = .05,
el valor critico correspondiente de z = 1.645. Al descender en la columna o5 s€

T | T
Y distribucién normal de z

Z TN\

VRN

0

distritucién ¢

Figura 9.1 La distribiicion normal de z y la distribuéion t basada en n = 6 observaciones
Gel)
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[ T T [ En

Figura 9.2 Valores tabulados de la t de Student

observa que los valores criticos para ¢ decrecen, reflejando el efecto de un
mayor tamafio de muestra en la estimacion de o. Finalmente cuando n es
infinitamente grande el valor critico de ¢ es igual a 1.645.

Tabla 9.1 Formaio de la wabla de la t de Student, tabla 4 de! apéndice

gl LT { oso {025 oo {05 gl
1 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 1

2 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 2

3 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 3

4 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 4

5 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 5

6 1.440 1.643 2.447 3.143 3.707 6

7 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 7

8 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 8
27 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 27
28 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 28
29 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 29
inf. 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 inf.

La razén de haber elegido n = 30 (eleccion que es arbitraria) como la
linea divisoria entre muestras grandes y pequefias se justifica al examinar la
tabla 9.1. Para n = 30 el valor critico de £os = 1.699 es bastante cercano
numeéricamente a zos = 1.645. Para una prueba de dos colas, basada en n = 30
observaciones, y a = .05, se asignaria .025 a cada cola de la distribucion de ¢
y se rechazaria cuando ¢ > 2.045 6 1 < —2.045. Note que este valor es muy
cercano al de zoxs = 1.96 empleado cuando se usa z como estadistica de prueba.

Es importante notar que la t de Student y. los valores criticos correspon-
dientes que se han tabulado se basan en la suposicion.de que la poblacion
muestreda posee una distribucién de probabilidad normal. Esta resulta ser una
suposicién muy restrictiva ya que en muchas situaciones reales las propiedades
de la pablacién son enteramente desconocidas y puede resultar que la distribu-
cién no.sea normal. Si esto afectara seriamente la distribucién de la estadistica
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1..Ta_aplicacién de la prueba de ¢ seria muy limitada. Afortunadamente este
problcr-n‘a es de escasa consecuencia puesto que puede demostrarse que la
distribucion de la estadistica ¢ posee una forma que resulta muy cercana a la de¢
la distribucion teorica de ¢ para poblaciones que si bién no son normales,
poseen una distribucion de probabilidad de forma acampanada. Esta propicdad
de la estadistica r y lo frecuente que resuita la ocurrencia de distribuciones
acampanadas en datos observados de la naturaleza rcfuerzan el valor de la ¢ de
Student para su uso en la inferencia estadistica.

Debe notarse también que 7 y s° deben ser independientes (en el sentido
probabilistico) para que la cantidad

y - B
S/ \//'_3

siga una distribucion 1 come distribucion muestral. Como se mencioné previa-
mente, este requisito se satisface automaticamente cuando la muestra s¢ toma
de una poblacién normai. .

Una vez discutido el origen de la distribucion ¢ de Student y sus corres-
pondientes valores criticos (tabla 4 en el apéndice), se enfocara de nuevo ¢l
problema de hacer inferencias acerca del peso medio de los diainantes en
basc a una muestra de n = 6 observaciones. Antes de considerar la solucion.
se construira el equipo conceptual apropiado para hacer inferencia y considerar
las scis observaciones. v asi llegar a una decision acerca del significade de los
datos.

Inferencias con muestras pequenas
para la media de una poblacion

La prueba de hipétesis estadistica para la media de una poblacién puede es-
tablecerse de la manera siguiente:

Prueba con muestras pequeiias para la media de una poblacion
Hipotesis nula: Ho: o = po

. : y - Ko
Estadistica de prueba: t = ———
P s/Vn |
Hipétesis alternativa H,: Determinada por el experimentador dependiendo de
los valores alternativos que se deseen detectar.
Region de rechazo: Buscar los valores criticos de ¢ en la tabla 4 del apéndice.
La media y la desviacién estandar para los seis diamantes eran .53 y .0559,

respectivamente, y los elementos de la prueba definidos en el cuadro de arriba
quedan como sigue:

Hip6tesis nula. Ho: o = .5
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Estadistica de prueba: V=g S3-.5 {31
Cos/Vu o 0559/Ve T

Hipétesis alternativa H,: pu >.5

Regién de rechazo: para o = .65 es 1 > 2.015.

Puesto que el valor calculado de la estadistica de prueba no cae dentro de la
region de rechazo, no se rechaza H,. Es decir, los datos no muestran evidencia
suficiente para indicar que el peso promedio de los diamantes excede a los 0.5
kilates.

El calculo de la probabilidad B para el error de tipo I para la prueba de
1 es dificil y se encuentra fuera de los objetivos de este texto. Por lo tanto se
evita este problema y se calcula el estimador por intervalo para p, como se
sugiere en la seccion 8.15.

La forma para el intervalo de confianza para u en el caso de muestras
grandes era de la forma

(o3

Y * Zay =
VA

en donde z4;2 = 1.96 para un coeficiente de confianza (confiabilidad) de .95.
Este resultado supone que ¢ es conocido y sélo requiere una medida de 1.9605;
(0 205 aproximadamente) a cada lado de y. de acuerdo a la regla empirica.
Cuando o se desconoce y debe estimarse mediante s usando una muestra
pequena, el intervalo basado en z no contendrd a u 95% de las veces si se
reprodujera el proceso de inferencia en repetidas ocasiones. Aunque no se
deriva aqui, resultara claro que el intervalo correspondiente a una muestra
pequena es el que se presenta en el siguiente cuadro.

Intervalo de confianza del (1 — «) 100% para u con base en una
muestra pequena
S

y*t,,
v

donde s/\/ n es la desviacion estandar estimada de y.

Para nuestro ejemplo el intervalo con 95% de confiabilidad para u es

y + > 5322571 22 _ 53+ 059

YE e T I E e
Por lo que el estimador por intervalo para u es de .471 a .589 con confiabilidad
de .95. Si el experimentador desea detectar un pequefio incremento en el peso
de los diamantes, incremento en exceso de 0.5 kilates, la longitud del inter-
valo debe reducirse mediante mas observaciones del peso de los diamantes.
Con esto disminuiran 1/ Vn Y Laj2y por lo tanto disminuira la longitud del
intervalo. O, equivalentemente, desde el punto de'vista de la prucba de hipé-
tesis, se tendrd mas informacién en la cual basar la decisién y asi la probabili-
dad de cometer el error de tipo II decrecera,


Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz


Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz


Ejemplo 9.1

9.3 Inferencias con muestras pequefias para la media de una poblacion 247

Unfabricante de pélvora ha desarrollado un nuevo tipo de pdivora disefiado
para-producir una velocidad de salida del proyectil de 3000 metros por
segundo. Se cargan ocho proyectiles con la pélvora y se registran las veloci-
dades de salida. Las velocidades resultantes se muestran en la tabla.

VELOCIDADES DE SALIDA (METROS/SEGUNDO)

3005 2995
2925 3005
2935 2935
2965 2905

(Presentan estos datos suficiente evidencia para indicar que la velocidad
promedio es diferente de 3000 m/seg?

Solucién Se trata de probar la hipotesis nula de que 4 = 3000, contra la
alternativa de que u es mayor o menor que 3000 m/seg por lo qué se requiere
de una prueba de dos colas. Se tiene:

Ho:p = 3000
H, > 7% 3000

Usando o = .05 y asignando .025 a cada cola de la distribucién ¢ s¢ encuentra
quc el valor critico de 7 para n = 8 observaciones {o (7 — 1) =7 g.l.je¢s
1 = 2.365. Por lo tanto se rechaza Hy si 1 > 2.365 o si 1 << —2.365. (Recuerdc
que la distribucion de 1 es simétrica con respecto a 0.)

La media y la desviacion estandar para estos datos son:

y = 2958.75 y s = 39.26

Entonces

y— e  2958.75 — 3000 5 97
= = = /2.

s/Vn 39.26/V'8
Puesto que el valor observado para la estadistica de prueba se encuentra en la
regién critica, se rechaza Ho y se concluye que la velocidad promedio es
menor que 3000 m/seg. Ademas, se puede estar razonablemente confiado de
que se ha tomado una decision correcta. Al usar este procedimiento sélo se
rechazara H, equivocadamente el 5% de las veces en repeticiones sucesivas.

El calcular un intervalo de confianza del 95% proporciona informacion

adicional acerca de u. El intervalo esta dado por:

S
Y tar Fr

y substituyendo se tiene

2958.75 + (2.365) s = 2958.75  32.83
. A= . — . .
V8 |
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9 Inferencia con muestras pequenas

Por lo que la velocidad de salida del proyecti! se encuentra en el intervalo de
292592 2-2991.58 m/seg con .95 de confiabilidad. Se puede obtener un
estimador mas preciso al aumentar el tamafio de la muestra.

Ejercicios

9.1. (Cuando se considera inadecuado usar z (y la
tabla normal) como estadistica de prueba en relacion
al tamafio de muestra? ;Por qué?

9.2. Las especificaciones para una nueva aleacion
de alta resistencia al calor establecen que la cantidad
de cobre en la aleacion debe ser menor del 23.2%.
Una muestra de 10 analisis de un lote del producto
presenta una media de contenido de cobre de 23.09%
v una desviacion estandar de .249%. (Proporcionan
estos analisis evidencia suficiente para indicar que
la cantidad de cobre en este lote es menor que cl
limite especificado? Use o = .10.

9.3. Con los datos del ejercicio 9.2 esume ¢l con-
tenido medio de cobre en este lote, usando un inter-
valo de confianza del 90%¢.

9.4. Un muestreo aleatorio de n = 24 articulos ¢n
uin supermercado presenta.una diferencia entre el
valor real del articulo y el valor marcado en &ste. La
media v la desviacion estandar de las diferencias entre
¢l precio real v el marcado en los 24 articulos son
—S$37.14 y $6.42 respectivamente. Encuentre un inter-
valo de confianza para la diferencia media entre el
valor real v el marcado por articulo en ese super-
mercado. Use o = .05.

9.5. Un contratista ha construido un gran numero
de casas de aproximadamente el mismo tamafio y el
mismo precio. El contratista afirma que el valor pro-
medio de estas casas (o casas similares que €l haya
construido) no excede de $35,000. Un corredor de
bienes raices selecciona aleatoriamente cinco de las
casas construidas recientemente por el contratista y
averigua sus precios, obteniendo $34,500, $37,000,
$36,000, $35,000, y $35,500. ;Contradicen estas cinco
observaciones la afirmacién del contratista acerca
del valor medio de sus casas? Haga la prueba con
a = .05 de nivel de significancia.

9.6. Una cadena de estaciones de servicio automo-
triz trata de implantar un plan de salarios que pro-
porcione un incentivo a sus gerentes y que a la vez
resulte competitivo con los de posiciones similares en
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las compaiiias competidoras. Una muestra aleatoria
de 12 gerentes de estacion para esa compafiia arroja
un salario medio de $16,750 con desviacién estandar
de $3,100. ;Sugieren estos datos que el salario pro-
medio de los gerentes de estacion de esa compaiiia
difiere de $18,500, el salaric anunciado por la com-
paiiia competidora? Pruebe la hipdtesis nula de que
u = $18,500 contra la alternativa de que ¢ # $18.500
al 5% de nivel de significancia.

9.7, La utilidad por cada auto nuevo vendido por
un vendedor varia de auto a auto. La utilidad pio-
medio por venta registrada en la semana pasada fuc
(en cientos de dolares) o

2.0 3.0 1.2

wh

6.2, 45, I

Calcule un intervalo de confianza del 909 para la
utilidad promedio por venta.

9.8. Siguiendo con ¢l ejercicio 9.7, suponga que la
utilidad promedio por venta que desea alcanzar el
vendedor es de $480. Con base en la informacion dis-
ponible. chay suficiente evidencia para indicar que ¢!
vendedor no ha alcanzado su utilidad objetivo? Use
el 5% de significancia.

9.9. Un nuevo aditivo para la gasolina ha sido desa-
rrollado por una compafiia nortcamericana. Sc afir-
ma que el aditivo resulta en por lo menos un 15% de
ahorro en gasolina.* En un experimento de uso del
aditivo realizado en 8 autos durante un periodo de
una semana se registraron los siguientes porcentajes
de ahorros en el consumo de gasolina

152 13.7 15.2
18.6 145 13.8

14.1
15.0

(Contradicen estos datos la afirmacion del fabricante?
Use a = .05.

9.10. Use un intervalo de confianza del 95% para
estimar el ahorro promedio de gasolina en el ejercicio
9.9.

*“Oregonian,” 30 de octubre de 1975.

Inferencias con muestras pequefias

para la diferencia entre dos medias

El contexto del problema que se considera aqui es idéntico al que s¢ discutié
en la seccion 8.9. Se consideran muestras aleatorias independientes de ny y n2
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observaciones respectlvamente tomadas de dos poblaciones con medias vy
varianzas i, o, y 2, 0z. El objetivo es hacer inferencias acerca de la diferencia
(41 — p2) entre las medias de ambas poblaciones.

Los métodos para muestras pequefias de prueba de hipétesis e intervalos
de confianza para la diferencia de dos medias estan, como en el caso de una
sola media, basados en suposiciones acerca de las distribuciones de probabili-
dad de las poblaciones muestreadas. Especificamente, se supone aqui que
ambas poblaciones poseen una distribucion de probabllldad normal y también
que estas poblaciones poseen varianzas iguales i = o}. Es decir, se supone que
la variabilidad en ambas poblaciones es la misma y puede ser representada por
una varianza comun, a la que se designard como o°. Esto es, o’ = o = a3.
Aunque esta suposicion de igualdad de varianzas puede parecer restrictiva, re-
sulta bastante razonable en muchas situaciones practicas.

El estimador puntual de (u; — wa), (37 — 1), la diferencia entre las medias
muestrales, se discuti¢ en la seccion 8.9 y se observé ahi que resultaba ser
insesgado y poseia una desviacion estandar de

2 2
a; (S
g . .. = —_

Cvp— V)
n, ",

para su distribucion muestral. Este resultado se utilizo para determinar ia cota
para el error de estimacion, para la construcciéon de un intervalo de confianza
para muestras grandes y para la estadistica de prueba :z,

Y ¥y = Dy

[o2 o2
N+

n, n,

para probar la hipétesis Ho: u; — w2 = Do, en donde Dy es la diferencia, dada

- . - R 2
por la hipétesis, entre las medias. Usando la suposicion de que oi=0r=o0la
estadistica de prueba se puede simplificar como sigue:

()’ _)2 Do ()1— )’2)_

RNCICE vy

n,

US|

Il

Resulta razonable basar la prueba de la h1potesns (con muestras pequeifias)
Ho:py — u2 = Do en la estadistica que se presenta en el siguiente cuadro.

Estadistica de prueba ¢ para muestras pequeiias
()’- 1 )_' 2) -D
1 1
S| — + —
n, n,.

=

Esto es, se substituye el estimador s en lugar de o. Sorprendentemente esta
estadistica de prueba posee también una distribucién muestral ¢ de Student
cuando se satisfaCent 1as § suposnctones ‘arfiba establecidas. Este hecho puede ser
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demostrado matematicamente o verificado experimentalmente al muestrear dos
poblationes normales.

El estimador s que se usa en la estadistica de prueba podria ser ya sea s, o
s,, la desviacion estandar de cualquiera de las muestras, aunque el uso de
cualquiera de estos seria un desperdicio puesto que ambos estiman a o. Puesto
que se desea obtener el mejor estimador disponible resulta razonable usar un
estimador que combine la informacion obtenida en ambas muestras. En el
siguiente cuadro se muestra este estimador que utiliza la suma de los cuadrados
de las desviaciones alrededor de la media para ambas muestras.

Estimador combinado para o°

2 (vi— ¥y)™ E (i = ¥2)?

2_1—1 i=1
n,+n,—2

en donde

>y 37 z(y = ¥,)?

2 i=1 2 i=1

g
|
‘e
%2

o

nm — 1 n — 1
Note que este estimador combinado puede escribirse como
_(n, - sZ2+ (n, — 1)s3

Lty =2

Como en el caso de una sola muestra, el denominador (11, + n; — 2) en la
formula de s’ se denomina “numero de grados de libertad™ asociado con s’ Se
puede demostrar matematlcamente que el valor esperado del estimador combi-
nado s* es igual a ¢’ y por eso s? es un estimador insesgado de la varianza
comun de las poblaciones. Por ultimo debe notarse que los divisores de las
sumas de cuadrados de las desviaciones en s, y 53, (m — 1)y (n; — 1) respec-
tivamente, son los nimeros de grados de libertad asociados con estos dos esti-
madores independientes de o’; es interesante notar que el estimador s que com-
bina la informacién en ambas muestras posee (1, — 1) + (n; — 1) = (n2 + ny — 2)
grados de libertad.

Prueba estadistica’de hipétesis, con muestras pequefias,
para la diferencia entre dos medias

Ho:py — p2 = De.
()’-|" yz)'_D
1 1

sy — + —
n, n,

Estadistica de prueba: 1 =

-

Lz hipdtesis alternativa H, y o son cspeclﬁcados por el experimentador y se
usan para localizar los valores criticos de ¢ para '1a regi6n de rechazo. s es la
raiz cuadrada dcl estimador combinado de ¢*
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. El valor critico de ¢ puede obtenerse de la tabla 4 del apéndice. Entonces si
n{'—:l(} yhz = 12 se usaria e! valor de ¢ correspondiente a (n; + n2 — 2) =20
grados de libertad (g.1.). El siguiente ejemplo ilustra este procedimiento de
prueba.

Ejemplo 92 En los Estados Unidos algunas organizaciones de fabricantes incurren en
costos considerables para el entrenamiento de nuevos empleados. No sola-
mente hay un costo directo involucrado en el programa de entrenamiento,
sino que, existe también un costo indirecto para la empresa manufacturera
puesto que los empleados en entrenamiento no contribuyen directamente en
el proceso de manufactura de la empresa. De aqui que estas organizaciones
estén en busca de programas que pueden llevar a los empleados a un grado
maximo de eficiencia en el menor tiempo posible.

Tabla 9.2 Tiempo (en minutos) de ensamblado de una componente

PROCEDIMIENTO ESTANDAR NUEVO PROCEDIMIENTO
32 44 35 40
37 35 31 27
35 31 29 32
28 34 25 31
41 34

Una operacion de ensamblado en una planta requiere de un periodo de
entrenamiento de aproximadamente un mes para que un empleado nuevo
alcance un grado maximo de eficiencia. Se ha sugerido un nuevo método de
entrenamiento y se ha realizado una prueba para comparar el nuevo meétodo
con el procedimiento estandar. Con este fin se han entrenado dos grupos de
nueve empleados cada uno, durante tres semanas, un grupo siguiendo el
nuevo método y el otro con el procedimiento estandar. El tiempo (en
minutos) de armado de la componente se registr6 para cada empleado al finai
del periodo de tres semanas. Estas observaciones se muestran en la tabla 9.2.
;Presentan estos datos evidencia suficiente de que el tiempo medio de en-
samblado es menor para el nuevo procedimiento de entrenamiento?

Solucién Sean j; y el tiempo promedio de ensamblado para el procedi-
miento estindar y para el nuevo respectivamente. Entonces puesto que s¢
busca evidencia en favor de que u; > p2, s probara la hipotesis nula
Ho: i = pa (i.e. m — p2 = 0) contra la hipdtesis alternativa H,: p > p2
(i.e. g1 — 2 > 0). Para realizar la prueba suponga que la variabilidad en el
tiempo medio de ensamblado es en esencia una funcién de las diferencias
entre individuos (no debidas a los programas), que las poblaciones de obser-
vaciones tienen distribuciéon aproximadamente normal y que la variabilidad
para las dos poblaciones de observaciones es aproximadamente igual.

Las medias muestrales y las sumas de cuadrados de las observaciones son

9
¥y, =35.22 y 2 (y,~ ¥,)* =195.56

=1
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Ejemplo 9.3

9 Inferencia con mucstras pequenas

9
y,=31.56  y > (v = ¥,)7 = 160.22
i=1

Entonces el estimador combinado para la varianza resulta

2 i=1 i=1

9 9
(’;_ _’)2+ (7.‘_,\;7):
2 G0, 2 ) : 195.56 + 160.22

0y =22.24

n,+n,—2 9+9-2
y la desviacion estandar es s = 4.72.

La hipotesis alternativa H,: ) > ui, 0 equivalentemente u; — u; > 0
implica que se debe usar una prueba estadistica de una sola cola y que la
region de rechazo para la prueba se localiza en la cola superior de la distribu-
cion de 1. Buscando en la tabla 4 del apéndice se obtiene el valor critico de ¢
para o = .05y (n, + n, — 2) = 16 grados de hbertad. Este resulta 1.746. Por
lo tanto se rechaza la hipdtesis nula cuando el valor calculado de 7 sea mayor

que 1.746.
El valor calculado de la estadistica de prueba es
(v, = ¥,) 35.22 - 31.56
t = = =~ 1.64
1 1 1 1
s\ —+— 472\ —+—
n, n, 9 9
Comparando éste con el valor critico 1os = 1.746, se nota que el valor calcu-

lado no cae en la region de rechazo, por lo que se debe concluir que la evi-
dencia resulta tnsuficiente para indicar que el nuevo método de entrepramiento
es superior, al nivel de .05 de significancia.

El intervalo de confianza en base a muestras pequefias para (u; — u») se
basa en las mismas suposiciones que el procedimiento de prueba estadistica. El
intervalo de confianza con coeficiente de confiabilidad de (I — «) se presenta
en el siguiente cuadro.

Intervalo de confianza del (1 — «)100% con base en muestras
pequeiias para (u; — u)

| 1
Yy, = y) £t 8\ —+—
P n, n,

Notese la similitud en los procedimientos para construir el intervalo de con-
fianza para una sola media, seccidn 9.3, y para la diferencia entre dos medias.
En ambos casos el intervalo se construye usando el estimador puntual apro-
piado y sumando y restando una cantidad de 142 veces la estimacién de la
desviacién estandar del estimador.

Haciendo referencia al ejemplo 9.2, puesto que existen un gasto y un riesgo:
asociados al desechar un procedimiento de entrenamiento, seria conveniente
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para los administradores estimar la diferencia entre las dos medias en tiempo
d¢ ensamblado por medio de un intervalo de confianza de .95 de confiabili-
dad. Encuentre tal intervalo.

Solucion  Substituyendo en ia férmula

R
()_’1 - )—)2) * l,,/zs \/__ + —

n, on,
se tienc que el estimador por intervalo (con confiabiiidad de .95) es

[ 1 1
(35.22 — 31.56) = (2.120)(4.72) Vot— = 3.66 = 4.71
9 9
Entonces se estima que la diferencia (4, — ) en tiempos de ensamblado cae
en el intervalo de —1.05 a 8.37. Debe notarse que la longitud del intervalo es
considerable y parece aconsejable aumentar el tamafo de muestra y reestimar
el intervalo.

Antes de concluir esta discusion es necesario comentar acerca de las dos
suposiciones en las que se basan estos procedimientos de inferencia. Cuando se
viola moderamente la suposicion de que las poblaciones poseen una distribu-
cion de probabilidad normal no se afecta seriamente la distribucion de la esta-
distica de prueba ni la confiabilidad para el correspondiente intervalo de con-
fianza. En cambio las varianzas de las poblaciones deben ser casi iguales para
asegurar la validez de !os procedimientos anteriores.

Si hubiese alguna razén para creer que las varianzas de las poblaciones
son distintas, se debe proceder a ajustar los procedimientos de prueba y los
intervalos de confianza correspondientes. La discusion de estas técnicas se
omite aqui y sc refiere al lector al texto de Li (1961) que se lista en las

referencias.

En la seccidén 9.7 se presentara un procedimiento para probar hlpO[CSlS
acerca de la igualdad de las varianzas de dos poblaciones.

Ejercicios

9.11. Una planta manufacturera tiene dos maquinas

ensambladoras que realizan operaciones idénticas en
distintas lineas de ensamblado. Las interrupciones
ocurren frecuentemente como resultado del constante
uso. Se registraron los tiempos entre 10 descompos-
turas sucesivas para cada maquina. Suponga que
el tiempo entre descomposturas para cada maquina
sigue una distribucién normal con varianza comun
o’. En la tabla_se muestran las medias y las varian-
zas de los tiempos entre descomposturas para cada
maquina. - -
¢Presentan estos datos evndencxa suﬂcnente para indi-
car una diferencia en, los ucmpos medlos entre des-
composturas? Use a = .10.

MAQUINA | MAQUINA 2
y, = 60.4 min y, = 65.3 min
s? = 31.40 min? s = 44.82 min?

9.12. Se hizo una entrevista a cinco subdirectores y
a cuatro analistas de mercado de una gran empresa.
Se les pregunt6 a cada uno cuil consideraba ser el
porcentaje 6ptimo de cobertura de mercado para su
compaiiia. Se obtuvieron las siguientes respuestas:

Sub-directores. 225 25.0 30.0 27.5 200 .

Analistas de mercado  22.5 17,5110 200
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¢Sugieren estos datcs que los subdirectores y los
analistas de mercadq estan eni desacuerdo cuando es-
timan la. cobertura 6ptima de mercado para la em-
presa? Pruebe al 5% de significancia.
9.13. La productividad en el trabajo depende fuerte-
mente de muchos y muy variados factores, tales como
el salario, la complejidad de la operacion y el am-
biente en el trabajo. Pero es a menudo el disefio de la
operacion (i.e., la secuencia ordenada de movimientos
del trabajador y de utilizacion de material), el factor
mas importante en la productividad. Dos disefios de
operacién se someten a consideracién para ser im-
plantados en una fabrica. De un estudio de tiempos
y movimientos se tiene que de 12 trabajadores usando
el disefio A, se tiene una media de 304 segundos y
una desviacién estindar de 18 segundos y de 15 tra-
bajadores usando el disefio B se tiene una media de
335 segundos con desviacion estindar de 24 segun-
dos. (Presentan estos datos evidencia suficiente de
una diferencia en la tasa de productividad para los
dos disefios? Use @ = .01.
9.14. Refitrase al ejercicio 9.13. Suponga que la
planta manufacturera usa actualmente el diseiio B
para sus operaciones de ensamblado, que el disefio A
es experimental y debe considerarse como substituto
del disefio B si se demuestra que es efectivo en cuanto
reduce el tiempo ‘de ensamblado. ;Cambia esta in-
formacion adicional el tipo de prueba estadistica a
usar? ;Como?.
9.15.  El advenimiento de materiales sintéticos tales
como el nylon, poliester y latex, y su introduccidn
en el mercado ha suscitado debates acercas de la cali-

9.5 Una prueba para

diferencias apareadas

dad y resistencia de estas fibras comparadas con las
fibras naturales. Un fabricante de una nueva fibra
sintética afirma que su producto posee una mayor
resistencia a la traccién que las fibras naturales. Se
seleccionaron al azar 10 fibras sintéticas y 10 fibras
naturales para determinar su resistencia. Las medias
y las varianzas para las dos muestras se presentan en

FIBRA NATURAL FIBRA SINTETICA

¥ =272 kg

_-}72 = 335 kg
st = 1636 kg*

s; = 1892 kg’

la tabla. ;Confirman estos datos la afirmacién del
fabricante? Haga la prueba usando a = .10.

9.16. Refiérase al ejercicio 9.15. Encuentre un inter-
valo de confianza del 95% para la diferencia en resis-
tencia media entre la fibra natural y la fibra sintética.

9.17.  Continuando con los ejercicios 9.15 y 9.16 su-
ponga que sc desea estimar la diferencia en resistencia
media correcta dentro de 10 kg, con una probabilidad
aproximada de .95.

a. Suponiendo que se desean tamafos de muestra
iguales para la fibra natural y la fibra sintética, {qué
tamafio de muestra sc requiere para cada fibra?

b. Realizar el experimento con el tamafio de mues-
tra de la parte (a) requiere de gastos adicionales de
tiempo y dinero. (Es posible reducir los tamaifios de
muestra especificados en la parte (a) y seguir alcan-
zando la cota de 10 kg. en el error de estimacion?

Un fabricante desea comparar el rodaje de dos distintos tipos de neumaticos, A
y B. Para realizar la comparacién se seleccionan aleatoriamente un neumatico
del tipo A y uno del tipo B y se montan en las ruedas traseras de cada uno de
5 automoviles. Los automoviles se usan por una distancia preespecificada y se
registra la cantidad desgastada para cada neumatico. Los datos se muestran en
la tabla 9.3. ;Presentan estos datos suficiente evidencia indicando una dife-
rencia en el desgaste promedio de los dos tipos de neumatico?

Al analizar los datos se nota que la diferencia entre las dos medias mues-
trales es de (y, — ¥,) = .48, cantidad pequefia considerando la variabilidad de
los datos y el pequefio nimero de observaciones consideradas. A primera vista
puede parecer que no se tiene evidencia que muestre una diferencia entre las
medias de las poblaciones, conjetura que puede verificarse mediante el método

presentado en la seccién 9.4.
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Fabla 9.3 Desgaste para los dos tipos de neumadtico

TIPO DE NEUMATICO

AUTOMOVIL A B
I 10.6 10.2
2 9.8 9.4
3 12.3 11.8
4 9.7 9.1
5 8.8 8.3
y, = 10.24 y, = 9.76

El estimador combinado de la varianza comun s? es

n ‘i__2+"z i_—2
P 2 0TI o4 7052

st = = = 1.748
n,+n,—2 S+5-2
y entonces
s=~ 132
El valor calculado de 7 que se usa para probar la hipotesis u; = p €s
Y.~ Y, 10.24 - 9.76 '
t= = = .58
1 1 1 1
s\ —+— 132/ —+—
n n 5 5

valor que no es ni siquiera cercano a la region de rechazo para la hipotesis

M1 = M2 .
El intervalo de confianza del 95% correspondiente es

[ 1 1 11
J.o— y,) £t — + — = (10.24 — 9.76) = (2.306)(1.32 \/——+——
(¥, = ¥2) £ 1,28 P ( ) = ( )(1.32) PR

6 de —1.45 a 2.41. Note que la longitud del intervalo es bastante grande con-
siderando la pequefia diferencia entre las medias muestrales.

Un analisis mas detenido de los datos revela una inconsistencia con la con-
clusién anterior. Debe notarse que en cada caso el desgaste medido para el
neumatico A es mayor que el correspondiente valor para el tipo B para los 5
automéviles. Estas diferencias, denotadas d = A — B, se presentan en la tabla
9.4.

Tabla 9.4 Diferencias en desgaste usando la tabla 9.3

AUTOMOVIL d=A—B
1 4
2 4
3 .5
4 .6
5 S

Qy
I
S
00
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Si se usa. como estadistica de prueba y, el numero de autos para los cuales el
desgaste-del neumatico A es mayor que el del neumatico B, como se hizo en el
ejercicio 6.30 del capitulo 6, entonces la probabilidad de que A sea mayor que
B para un automovil dado suponiendo que no hay diferencia en el desgaste de
los neumaticos, es p = y entonces y seria una variable aleatoria binomial. Si
seescoge y =0y )y = 5 como region de rechazo para una prueba de dos colas,
entonces a = p(0) + p(5) = I)5 = ,6 Se rechazard Hy: i = pu, con una pro-
babilidad de error tipo I de @ = 1. Esta es buena evidencia de que existe una
diferencia en el desgaste promedio de los dos tipos de neumaticos.

Notese que se han usado aqui dos estadisticas de prueba distintas para
probar la misma hipotesis. (No parece extrafio que la prueba de 1, que utiliza
maés informacién (las observaciones de la muestra) que la prueba binomial, no
proporciona evidencia suficiente para rechazar la hipotesis nula u; = u,?

La explicacion de esta aparente inconsistencia es sencilla. La prueba de ¢
descrita en la seccion 9.4 no es la prucba estadistica apropiada para este
cjemplo. El procedimiento de la seccion 9.4 requiere que las muestras sean
aleatorias e independientes. Aqui la suposicion de independencia fu¢ violada
por la manera en que se realizé el experimento, puesto que el par de observa-
ciones una para A y otra para B en cada automévil estan seguramente relacio-
nadas. Al observar los datos puede notarse que las lecturas tienen aproxima-
damente la misma magnitud para cada automovil pero varian de un automovil
a otro. Esto es por supuesto lo que podria esperarse, va que el desgaste de los
neumaticos depende en gran parte de los habitos al conducir, el balanceo de las
ruedas y la superficie sobre la cual se llevd a cabo la prueba. Puesto que cada
automovil tiene distinto piioto, es de esperarse una gran variabilidad de un
automovil a otro.

La experiencia ganada con la estimacion por intervalo ha mostrado que la
longitud de los intervalos depende de la magnitud de la desviacion estandar del
estimador puntual del parametro. Entre mas pequefia esta magnitud mejor la
estimacion y mas factible que la estadistica de prueba proporcione evidencia
para rechazar la hipotesis nula, si ésta es, en verdad, falsa. El conocimiento de
este fenomeno fue utilizado para disefiar el experimento de desgaste de los
neumaticos. El experimentador advirtié que las observaciones de dicho des-
gaste variarian grandemente de un auto al otro y que esta variabilidad no
puede ser considerada en los datos si los neumaticos se asignaran a las 10
ruedas de manera aleatoria (si este hubiera sido el caso, el analisis de acuerdo
al procedimiento de la seccion 9.4 hubiera sido apropiado). En cambio, una
comparacion del desgaste entre los neumaticos A y B puede hacerse para cada
automovil resultando cinco diferencias de observaciones. El disefio elimina el
efecto de la variabilidad de auto a auto y produce mayor informacién acerca
de la diferencia media del desgaste para los dos tipos de neumaticos.

Un anélisis apropiado de los datos utilizaria las cinco diferencias en las
observaciones para probar la hipétesis de que la diferencia media es igual a
cero, proposicion que resulta equivalente a la hip6tesis nula u; = u,.

Como puede verificarse, el promedio y la desviacién estindar de las 5
diferencias observadas son
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d = 48 = .0837

<

Entoncey

d-0 .48
t= = =12.8
sqa/Vn  .0837/VS

El valor critico de ¢ para una prueba estadistica con « = .05 y 4 grados de
libertad es 2.776. Ciertamente el valor de ¢ es bastante grande y altamente
significativo, por lo que se concluye que el desgaste medio del neumatico B es
menor que el del tipo A.

Un intervalo de confianza del 95% para la diferencia en el desgaste medio es

Sa__ ag e 2776 20 L 48+ 10
t,/» = . * (L. — =. > .
/2 V i VS

El disenio estadistico del experimento de los neumaticos es un ejemplo
simple de un disefo aleatorizado en bioques y la estadistica de prueba resul-
tante se denomina a menudo prueba de diferencias apareadas. Debe notarse
que ¢l apareamiento de los datos ocurrio al planearse el'experimento y no
despues de que los datos fueron colectados. Las comparaciones del desgaste de
los neumaticos se hicieron dentro de bloques relativamente homogéneos (auto-
moviles) y cada tipo de neurnético se asigndé al azar a cada una de las ruedas
traseras del automovil.

Como una indicacién de la ganancia en cantidad de informacion obtenida
al introducir los blogues en el experimento puede compararse el intervalo
de confianza obtenido para el analisis no apareado (incorrecto), con el inter-
valo obtenido para las diferencias apareadas. El intervalo de confianza para
(11 — u2) que se obtendria al haber asignado aleatoriamente los neumaticos a
las 10 ruedas (no apareado) es desconocido, pero probablemente tendria una
longitud similar a la del intervalo —1.45 a 2.41, que se obtuvo al analizar los
datos en forma no apareada. El apareamiento de los tipos de neumaticos en los
automoviles (bloques) y el andlisis resultante de las diferencias produjo el inter-
valo de confianza de .38 a .58. Resulta notable la diferencia en longitud de
ambos intervalos, lo que indica el muy considerable aumento en informacion
obtenido al considerar los bloques en el experimento.

Aunque en el experimento anterior el introducir los bloques resulté en
beneficio considerable, éste no siempre es el caso. Debe observarse que los
grados de libertad para la estimacion de o® son menos para las diferencias
apareadas que para el experimento no apareado. Si realmente no existiese
diferencia entre los bloques, la reducciéon en grados de libertad produciria un
aumento en el valor de 14/2empleado en el intervalo de confianza aumentando
asi la longitud del intervalo. Esto, por supuesto, no ocurrié en el experlmento
anterior puesto que la reduccién en la desviacion estandar de d compensd por
mucho la pérdida en grados de libertad.

d =+
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Se concluye haciendo énfasis en la siguiente observacion. Una vez que se
ha usado-un-disefio apareado para un experimento ya no se tiene la opcién de
usar el analisis no apareado de la seccion 9.4, puesto que las suposiciones en las
que se basa esa prueba (muestras independientes) han resultado violadas. La

unica alternativa es usar el método correcto de analisis, diferencias apareadas,
(v el correspondiente intervalo de confianza) descrito en esta seccion.

Ejercicios

9.18. Para comparar la efectividad de un programa
de seguridad en el trabajo, se observo en seis distintas
plantas el numero de accidentes por mes antes y des-
pués del programa. Los datos aparecen en la tabla
siguiente. ;Proporcionan estos datos evidencia sufi-
ciente para indicar que el programa ha sido efectivo
al reducir el nimero de accidentes laborales por mes?
Haga la prucba al o = .10 de nivel de significancia.

9.19. Considere la prueta de hipoétesis del ejercicio
9.18 desde el punto de vista de (i) el empresario,

quien desea estar absolutamente seguro de los efectos
benéficos del programa para justificar el costo de su
implementacion, y (ii) del gobierno, que desea pro-
porcionar a los trabajadores suficiente seguridad para
su salud a cualquier costo razonable. Recomiende Ja
seleccidn de un nivel « de significancia para la prueba
de hipotesis acerca de la efectividad de! programa
para ambos puntos de vista:

a. ¢l empresario b. el gobierno

PLANTA NUMERO

2 3 4 5 6

Antes del progrema 38
Después de programa 31

64 42 70 58 30
58 43 65 52 29

9.20. Se desea determinar el contenido de grasa en
la carne para poder determinar su precio de venta al
consumidor. Una compaiiia empacadora de carne
estd considerando el uso de dos métodos diferentes
para determinar el porcentaje de grasa. Ambos méto-
dos fueron usados para evaluar el contenido de grasa
en ocho diferentes muestras de carne. Los resultados
se muestran en la siguiente tabla. ;Sugieren estos

datos que los dos métodos difieren en su mediciéon
del contenido de grasa en la carne? Pruebe al « = .05
de nivel de significancia.

9.21. Continuando con el ejercicio 9.20 use un in-
tervalo de 90% de confianza para estimar la diferen-
cia en contenido de grasa medio obtenido al usar los
dos métodos.

. MUESTRA

PORCENTAJE DE

GRASA USANDO ° 1 2 4 S 6 7 8
Metodo 1 23.1 27.1 250 27.6 222 27.1 23.2 24.7
Metodo 2 22,7 27.4 249 272 225 274 23.6 24.4

9.22. Se seleccionan al azar cinco, entre todas las
secretarias de una compaiiia de seguros. Se registra la
velocidad en la mecanografia (en palabras por mi-
nuto), para cada secretaria en una maquina eléctrica
'y en una méquina estindar. Los datos se presentan
*n la siguiente tabla. jJustifican estos datos 1a con-
clusion de que la velocidad de mecanografiar de las
secretarias es mayor al usar la méquina eléctrica
que al usar la miquina estindar? Use a = .10.

9.23. ;(Por qué se usan observaciones apareadas

para estimar la diferencia entre las medias de dos

poblaciones en lugar de usar la estimacién basada en .
muestras independientes seleccionadas de ambas po-

blaciones? Por ejemplo, en el ejercicio 9.22 jcudl es la

ventaja de usar las mismas cinco secretarias para

ambos factores del experimento en lugar de usar 5

diferentes secretarias para cada factor? ;Resulta siem-

pre preferible un experimento apareado? Explique.
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SECRETARIA MAQUINA ELECTRICA MAQUINA ESTANDAR
1 82 73
2 717 69 -
3 79 75
4 68 62
S 84 71

Inferencias acerca de la varianza
de una poblacion

Se ha visto en secciones anteriores que el estimar la varianza o resulta funda-
mental para los procedimientos de inferencia acerca de las medias de las pobla-
ciones. M4s aun, existen muchas situaciones practicas en donde o’ es el obje-
tivo primario de la investigacion experimental. En estos casos o adquiere una
posicion de mayor importancia que la media de la poblacion.

Los instrumentos cientificos de medicién deben proporcionar lecturas in-
sesgadas con un muy pequefio error de medicion. El altimetro de un aeroplano
que, en promedio, mide la altitud correctamente seria de poca utilidad si la
desviacion estandar del error de medicion fuese de 2000 metros. Tal vez un
sesgo en la medicion puede ser corregida al calibrar el instrumento, pero la
precision del instrumento medido por la desviacion estandar del error de medi-
cién, esta usualmente en funcién del disefio del instrumento mismo y no puede
ser controlada.

Las partes producidas por un proceso de manufactura deben ser produ-
cidas con un minimo de variabilidad para reducir el numero de productos fuera
del rango aceptable (defectuosos). En general se desea mantener una varianza
minima en las mediciones de las caracteristicas de calidad de un producto
industrial para alcanzar el control del proceso y minimizar el porcentaje de
productos de baja calidad.

La varianza muestral

2 (yi_ )-’)2
sz - i=1
n-—1

“es un estimador insesgado de la varianza de la poblaciéon o’. La distribucion

muestral de s°, generada mediante repetidas muestras, es una distribucion de .
probabilidad que empieza en s* = 0 (ya que s’ no puede ser negativa) con
media igual a ¢”. A diferencia de la distribucion de y, la distribucion de s’ no es
simétrica. La forma exacta de la distribucién depende de la distribucién de
probabilidad de la poblacién de la cual las. observaciones en la muestra fueron
tomadas. :

En la metodologia que se describe a continuacion, se supone que la mues-
tra fue tomada de una poblacién normal y que s? esta calculada con base en
una muestra aleatoria de n observaciones. Usando la terminologia de la seccién
9.2 se dira que s* tiene asociados (n — 1) grados de libertad.
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El siguiente paso es considerar la distribucion muestral de 5%, en muestreo
repetido, para una distribucion normal dada (con una media y una varianza
fijas), y tabular valores de s* para algunas de las mas usuales areas bajo la
curva. Al hacer esto se encontrara que la distribucion de s° es independiente de
la media de la poblacion u, pero posee una distribucién diferente para cada
tamano de muestra y para cada valor de o’. Esta labor requiere de mucho tra-
bajo pero afortunadamente puede simplificarse mediante una estandarizacion
como se hizo al usar z en las tablas normales. La cantidad usada para esta
estandarizacion se presenta en el siguiente cuadro.

Una variable aleatoria ji-cuadrada
,  (n=1s?

X
o?

Tabla 9.5 Formato de la tabla de ji-cuadrada, tabla 5 del cpéndice

gl Xo 995 o Xa 950 XS%U X(zuuo Xooso Xoos | &4
| 0.0000393 0.0039321 | 0.0157908 | 2.70554| 3.84146 7.87944 | |
2 | 0.0100251 0.102587 | 0.210720 | 4.60517| 5.99147 10.5966 | 2
3 | 0.0717212 0.351846 | 0.584375 | 6.25139| 7.81473 12.8381 | 3
4 | 0.20699 6.710721 | 1.063623 | 7.77944| 9.48773 14.8602 | 4
5 | 0.411740 1.145476 | 1.61031 | 9.23635| 11.0705 16.7496 | 5
6 | 0.675727 1.63539 220413 | 10.6446 | 12.5916 18.5476 | 6
15 | 4.60094 7.26094 8.54675  |22.3072 | 24.9958 32.8013 | 15
16 | 5.14224 7.96164 931223 |23.5418 | 26.2962 34.2672 | 16
17 | 5.69724 867176 | 10.0852  |24.7690 |27.5871 35.7185 | 17
18 | 6.26481 939046 | 10.8649  |25.9894 |28.8693 37.1564 | 18
19 | 6.84398 10.1170 11.6509  |27.2036 |30.1435 38.5822 | 19

La cantidad x’ a la que los estadisticos llaman una variable ji-cuadrada (x
es la letra griega ji) se ajusta admirablemente a nuestros propdsitos. Su distri-
bucidén en muestreo repetido es llamada, como podria ya sospecharse, la dis-
tribucion ji-cuadrada. La ecuacion de esta distribucién muestral es amplia-
mente conocida por los estadisticos, quienes han tabulado los valores corres-
pondientes a las areas de interés bajo la curva de la distribucion. Estos valores
se presentan en la tabla 5 del apéndice. El formato de la tabla 5 del apéndice
se encuentra en la tabla 9.5. _

La forma de la distribucién ji-cuadrada, como ocurre con la distribucién
de 1, varia con el tamafio de ‘muestra, o equivalentemente con los grados de
libertad asociados a s°. Entonces, la tabla 5 se construye en la misma forma
que la tabla de 1, con los grados de libertad en la primera y tltima columnas.
El simbolo x> indica que el valor-x? tabulado es tal que una area o queda a su
derecha (ver figura 9.3). Hablando en términos probabilisticos,

Px*>x2) =«
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Figura 9.3 Una distribucion ji-cuadrada

Entonces 99% del area bajo la curva de la distribucion x queda a la derecha de
X99. NOtese que los valores extremos de la distribucion de x’ dehen tabularse
para ambas, la cola inferior y la cola superior, puesto que la distribucion no es
simétrica.

Puede usted comprobar su habilidad al verificar las siguientes proposi-
ciones. l.a probabilidad de que x” basada en n = 16 observamones (15 g.l),
exceda 24.9958 es .05. Para: una muestra de n = 6 observacnones (5 gl), 95%
del area bajo la distribucion x’'queda a la derecha de x' =1 145476. Estas
cifras se encuentran marcadas en la tabla 9.5.

La prueba estadistica de una hipotesis nula acerca de la varianza de una
poblacion

C2 = 2
Hy: 0 =0g

usa como estadistica de prueba

(n— 1)s?
2
X = 2
To
Si o’ es realmente mayor que el valor dado por la hipotesis, o,, la estadistica
tendera a tomar valores grandes y probablemente caera en la cola superior de
la distribucion. Si o° < og la estadistica de prueba tenderd a ser pequefia y
probablemente caera hacia la cola inferior de la distribucion. Como en otras
pruebas estadisticas se puede usar una prueba de una o dos colas dependiendo
de la hipotesis alternativa que se escoja.

Prueba de una hipétesis acerca de la varianza de una poblacion
Hipotesis nula Ho:0’ = o}

Hipotesis alternativa H,: o’ # o,, para una prueba de dos colas.
(n— 1)s?

2

Estadistica de prueba: x* =


Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz


262

Ejemplo 9.4

9 Inferencia con muestras pequeiias

Region de rechazo: Para una prueba de dos colas, rechace si x> < x|_a/2,
Sl x > Xa/2 en donde XI—a/Z es el valor de x tal que
100(1 — a/2)% del 4rea de la distribucién x* con n — 1
grados de libertad queda a la derecha.

. 2 2 4 2 2
Para alternativas H,:0" >0y 6 H,:0" < 0y use una prueba de una cola
situando toda el area a en la cola apropiada de la distribucién (superior o
inferior repectivamente).

-
Se ilustra la prueba de hipoétesis para la varianza con un ejemplo.

Un fabricante de cemento afirma que su cemento posee una resistencia
relativamente estable, y que la resistencia, medida en kilogramos por centi-
metro cuadrado, tiene un recorrido de 40 kilogramos por centimetro cua-
drado alrededor del valor medio. De una muestra de » = 10 observaciones se
obtiene una media y una varianza

y=312 'y =195

(Presentan estos datos suficiente evidencia para rechazar la afirmacion del
fabricante?

Solucion Como se ha establecido el fabricante afirma que el recorrido de las
medidas de resistencia es igual a 40 kilogramos por centimetro cuadrado.
Supdngase que lo que quiere decir el fabricante es en realidad que las obser-
vaciones caen en este intervalo 95% de las veces y por io tanto ei recorrido es
aproximadamente 40. Esto es 0 = 10. Entonces se desea probar la hipétesis
nula

H,: o? = (10)2 = 100
contra la alternativa
H,: a2 > 100

La hipotesis alternativa requiere de una prueba estadistica de una sola
cola, con la region de rechazo localizada enteramente en la cola superior de
le. distribucion de x>. El valor critico de x* para o = .05y n = 10 es
x* = 16.9190, lo que implica que se rechaza H, si la estadistica de prueba
excede este valor.

Haciendo el calculo se obtiene

2
2 = (n 2l)s _ 1755 = 1755
To 100
Puesto que el valor de la estadistica de prueba cae en la region critica, se
concluye que la hipétesis nula es falsa y que el recorrido de las resistencias
del concreto excede al afirmado por el fabricante.

Un intervalo de confianza para o” con confiabilidad de (1 — a) se presenta

~en el siguiente cuadro.
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Intervalo de confianza del (1 — &)100% para o

- 2
(n—1s’ o< (n 2l )s
X S Xy

en donde x} 1Y X Sson los valores de x* que localiza un medio de « en la cola
inferior y superior respectivamente.

Por ejemplo un intervalo del 90% de confianza para o en el ejemplo 9.4
usaria

X = Xos = 3.32511
X's= Xos = 16.9190
entonces el intervalo de confianza para ¢’ seria
(9)(195) (9)(195)
—_— < gl —
16.9190 3.32511
103.73 < 0% < 527.80

]
Un investigador esta convencido de que su equipo de medicién posee una
variabilidad medida por una desviacion estandar de ¢ = 2. Al realizar un
experimento €! registré observaciones de 4.1, 5.2 y 10.2. ;Estan estos datos en
desacuerdo con su suposicion? Pruebe la hipotesis Hy:o =26 a> =4y
establezca un intervalo de confianza del 909 para o’

" Solucién La varianza muestral calculada es s> = 10.57. Puesto que se desea

detectar o” > 4 6 bien o® < 4, se empleara una prueba de dos colas. Usando
oz = .10 y asignando .05 a cada cola, se rechaza H, cuando x> > 5.99147 6
x* < .102587.

El valor calculado para la estadistica de prueba es

(n—1Ds*  (2(10.57)

2
To

2=

X

Puesto que la estadistica de prueba no cae en la region de rechazo, los datos
no proporcnonan evidencia suficiente para rechazar la hipétesis nula
Ho 0 =4,

El intervalo de confianza correspondiente al 90% es

—1 —.1)s?
(n )s® <o <(n 2)s
Xs X

con
X7 = X5 = .102587
X's= Xos = 5.99147

Substituyendo en la férmula se tiene
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2(10.57) 2(10.57)

- << 2 < —

5.99147 102587
3.53 < g2 < 206.1

Entonces sc estima que la varianza de la poblacion cae en ¢l intervalo de
3.53 a 206.1. el cual resulta un intervalo bastante grande que refleja qué tan

pobre es la informacion acerca de la varianza de la poblacion cuando se
cuenta solo con 3 observaciones. En consecuencia no resulta sorprendentp
que la evidencia resulte insuficiente para rechazar la hipotesis nula ¢° = 4.
Para obtener mas informacién sobre ¢, el experimentador necesita
aumentar el tamano de la muestra.

Ejercicios

9.24. Muchos fabricantes de muebles para cocina
han cambiado sus procedimientos de remachado por
puntos de soldadura. en un afan de reducir los costos
d- manufactura. Sin embargo. resulta importante se-
guir imanteniendo la resistencia al esfuerzo aun con el
uso de soldadura. Un fabricente de soldadoras afirma
que uno de sus productos puede producir puntos de
soluadura en los muebles de cocina y que estos ten-
gan ana resistencia al esfuerzo de 400 a 500 kilo-
gramos. Una muestra de n = 25 puntos de soldadura
producides - «r la soldadora en cuestion fue sometida
a una prueb. de resistencia. La media y la desviacion
estZndar de los esfuerzos soportados en la prucba
fueron de T = 438 kilos y s = 29 kilos. {Presentan
esto- .latos evidencia suficiente para rechazar la afir-
ma ion dei fabricante de soldadoras? Use a = .05.
9.25 Refierase al ejercicio 9.24.

a. Estime al esfuerzo medic que pueden soportar
los puntos de soldadura producidos-por la soldadora
del fabricante, usando un intervalo de confianza del
909 .

b. Fncuentre un intervalo de confianza del 90%
para ia varianza de los esfuerzos soportados por los
puntos de soldadura.

9.26. Los instrumentos de precxslon como los dise-
fiacos para medir volumen, temperatura y contenido

9.7
de dos poblaciones

de grasa en la carne. estan disefiados para propor-
cionar una medicién que es no soélo correcta en pro-
medio sino que posee también muy poca variacion
alrededor del valor verdadero. Como un ejemplo
elemental considere un medidor de volumen en la
bomba de una estacion de gasolina. El operador de
la estacion insiste en que el medidor no subestime
el volumen despachado, en tanto el comprador su-
giere que no se registre en’ exceso ¢l volumen des-
pachado. Suponga que un fabricante afirma que su
medidor de volumen registra con una precision de 0.1
litro la cantidad despachada. El medidor del fabn-
cante se coloca en una bomba de gasolina y se des-
pachan n = 5 mediciones de exactamente 10 litros
usando el medidor. Los volumenes registrados en el
medidor para los cinco ensayos son 10.05, 10.00,
9.90, 9.95, 10.15. ;Considera usted que estos datos
confirman o refutan la afirmacion del fabricante?
Realice una prueba al @ = .05 de nivel de significan-
cia. (Sugerencia: Si la afirmacion del fabricante es de
que su producto es preciso hasta 0.1 litro de la ver-
dadera cantidad, esta afirmando que la cantidad re-
gistrada no distara mas de .1 en cualquier direccidon
de la cantidad despachada. Es decir lo que afirma ¢l
es que el rango de lecturas para una cantidad des-
pachada no serd mayor a 0.2 litros.)

Comparacion de las varianzas

La necesidad de métodos estadisticos para comparar la varianza de dos pobla-
ciones resulta evidente de la.discusién en la seccion 9.6. Frecuentemente se
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desea comparar la precisiéon de un instrumento de medicion con la de otro, la
estabilidad de un proceso de manufactura con la de otro. o la vanabllldad del
sistema de evaluacion de un profesor con el de otro.

Intuitivamente, parece razonable comparar las varianzas de dos pobla-
ciones mediante el uso del cociente de las varianzas muestrales sf/sg. Si este
cociente es cercano a |, se tendra poca evidencia que indicara que o} y o3 son
distintos. Por otra parte un valor o muy grande o muy pequefio de sf/sf sera
evidencia de que existe una diferencia en las varianzas de la poblacion.

Pero, (qué tan grande o qué tan pequeiio debe ser s, /s para proporcionar
evidencia suficiente para rechazar la hipétesis nula Ho: 07 = 037 La res uesta a
esta pregunta puede obtenerse al estudiar la distribucion muestral de s;/s3.

Cuando se tienen muestras aleatorias mdependlentes de dos poblacnones
normales con varianzas iguales, es decir o} = o3, entonces s1/s> posee una
distribuciéon muestral que es conocida por los estadisticos como la distribu-
cion F. No es necesario preocuparse por la ecuacién para la distribucion F.
Tal vez baste afirmar que, como podria imaginarse, resulta razonablemente
compleja. Sera suficiente saber que la distribucién es bien conocida y que
se cuenta con los valores criticos tabulados. Estos se presentan en las tablas 6 v
7 del apéndice.

La forma de la dlstnbuaon £ no es simétrica y depende de los grados de
libertad asociados a s; y s3. Estas cantidades se representan por v, y v, respec-
tivamente. Este hecho complica la tabulacion de los valores criticos de la dis-
tribucidon F'y se requiere de la construccion de una tabla para cada valor que
se desee para una area bajo la curva. Las tablas 6 y 7 del apéndice presentan
los valores criticos correspondientes a @ = .05 y « = .01, respectivamente.
En la figura 9.4 se muestra una distribucién F con v, = 10 y v, = 10.

Por ejemplo, la tabla 6 del apéndice presenta los valores de F tales que la
probabilidad de que F exceda a Fos es de .05. O dicho de otra manera el 5%
del area bajo la distribucion F se encuentra a la derecha de Fs (ver figura 9.4).
Los grados de libertad v, para st se indican en la fila superior de la tabla y los
grados de libertad v, para $3 aparecen en la primera columna de la izquierda
(ver tabla 9.6).

f(F)

a
1 1 1 3 1 1 A 1

o. 1 2 3t4 s 6 71 8 9 10
Fo

. Figura 9.4 \Distribucion £ con vy =:40 yw, = 10
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Tabla 9.6 Formato de la tabla F, 1abla & del apéndice, o = .05

GRADOS DE LIBERTAD DEL NUMERADOR

vy ’ Vi
1 2 3 4 s 6 7 8 9 60 120 x
vy v2
1 161.4 |199.5 |215.7 {224.6 {230.2 {234.0 |236.8 |238.9 [240.5 |[--- [252.2 |253.3 [254.3 I
2 18.51 | 19.00 | 19.16 | 19.25] 19.30| 19.33] 19.35|.19.37| 19.38 | - - - | 19.48| 19.49 | 19.50 2
- 3 1013 955! 9.28| 9.12| 9.01] 894| 889| £85| 881 ---| 857| 855; 8.53 3
85 4 771 694 659| 639 6.26] 6.16| 6.09| 6.04| 6.00|---| 569| 566 563 4
Y] ’g s 6.61 | 579| 541 519 s5.05| 4.95| 4.88| 4.82| 4.77)---| 4.43| 440| 4.36 s
2e s 5.99| 5.14| 4.76] 4.53| 4.39| 4.28] 4.21| 4.15| 4100|---| 3.74| 370, 3.67 6
o E 7 5.59| 4.74| 435| 42| 3.97| 3.87| 3.79] 3.73| 3.68|---| 3.30| 3.27| 3.23 7
o g 8 532} 4.46| 4.07| 3.84| 3.69| 3.58] 3.50! 3.44| 339)---| 3.01| 297 2.93 8
b4 K 52| 426 3.86| 3.63| 3.48| 337| 3.29| 3.23| 3.8|---| 279| 275| 27 9
o . . . . . . . . . . . . . .
E B . : < M : . S : . : . B . H
O s 454 3.68| 3.29| 3.06| 290 2.79| 2.71| 264 2.59|---| 2.16| 2.11] 2.07 15
16 4.49 | 3.63| 3.24| 3.01| 285| 274 266| 2.59| 2.54|---| 2.11| 206] 2.01 16
17 4.45) 3.59| 3.20 2.96| 2.81 270 261| 255 249)---1 206 2.01| 1.9 17

Con referencia a la tabla 9.6, note que la Fos para tamafios de muestra
ny =7y n, = 10 (es decir vy = 6 y v, = 9) es 3.37; asimismo, el valor critico
Fos para tamafos de muestra ny =9y n, = 16 (v, = 8, vy = 15) es 2.64. Estas
cifras han sido marcadas en la tabla 9.6.

De manera similar los valores criticos para a = .01 se presentan en la
tabla 7 del apéndice. Entonces

P(F> F ) = .01
La prueba estadistica de la hipotesis nula

c g2 = g2
Hy: 07 =0,

utiliza la estadistica de prueba

2
SI

s
Cuando la hipétesis alternativa implica una prueba de una cola, ésto es
e 2 2
H,.0{>0;

las tablas pueden usarse directamente. Sin embargo, cuando la hipétesis alter-
nativa requiere de una prueba de 2 colas, ésto es

I 2 2
H, 04 #0;

entonces la regién de rechazo sera dividida en las colas superior e inferior de la
distribucion de F y las tablas para los valores criticos de la cola inferior han
sido deliberadamente omitidos. La razén de tal omision tiene una explicacién
sencilla. :

Se tiene siempre la libertad de identificar a cualquiera de las dos pobla-
ciones como la poblacién 1. Si la poblacién con la varianza muestral mayor se
denota como poblacién 2, entonces s; > s; 'y se requerira de un rechazo en la
cola inferior de la distribucién F. Puesto que la identificaciéon de la poblacién
es arbitraria se puede evitar esta dificultad si.se-idéntificaxcomo poblacién 1 a
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la poblacion con mayor varianza muestral. En otras palabras, la varianza
muestral mayor ira siempre en el numerader de

e identificara a la poblacién 1. Entonces puesto que el 4rea en la cola derecha
representa solo el a/2, este valor debe duplicarse para obtener el valor correcto
para la probabilidad & de un error del tipo 1. Por lo tanto, si se usa la tabla 6
para una prueba de dos colas, la probabilidad de error tipo I es & = .10.

Prueba de hipétesis acerca de la igualdad de las varianzas
de dos poblaciones

-, . 2 2
Hipotesis nula Hy:o0; = o3.
. , . . 2 , .
Hipotesis alternativa H,: o’ # o2, para una prueba estadistica de dos colas.
p 2. P p
, . 2 .
Estadistica de prueba: F = sf /s% con sy la mayor de las varianzas muestrales.

Region de rechazo: Para una prueba de dos colas, rechace H, si F > Fqap2
donde Fqj2s€ basa en (n; — 1) y (n, — 1) grados de li-
bertad y el valor a/2 se duplica para obtener el valor
correcto de la probabilidad & de un error de tipo 1. (Si se
usa la tabla 6 para una prueba de dos colas, la probabili-
dad de error tipo I es @ = .10.)

A continuacién se ilustran estas ideas con algunos ejemplos.

El riesgo asociado con inversiones alternativas se evalia generalmente por
medio de la varianza de los réditos asociados con cada inversién*. La distri-
bucion de los réditos para dos inversiones alternativas A y B se muestran en
la figura 9.5. La tasa esperada de redituabilidad para cada inversion es de
17.8%, pero con base en los réditos observados en los 10 afios anteriores para
la inversion Ay los 8 afios anteriores para la inversién B, las varianzas para

distribucién para
la inversién A

distribucién para
la inversién B

u=17.8

TASA DE REDITUABILIDAD

Figura 9.5 Distribucion de las tasas de redituabilidad para las inversiones A y B.

»

*W.F. Sharpe. Portfélio!Theory and Capital Markets. (New York: McGraw-Hill, 1970).
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los réditos para ambas inversiones son 3.21 y 7.14 respectivamente. ;Presentan
estas varanzas evidencia suficiente para indicar que los riesgos de las inver-
siones A v B son distintos? (Esto es ;existe diferencia en las varianzas de las
poblaciones?)

Solucion Suponga que las poblaciones poseen una distribucion de probabili-
dad de forma razonablemente acampanada y por lo tanto se satisface para
propositos practicos, la suposicion de que las poblaciones son normales.

Se desea probar la hipdtesis nula

. 2 _ 2
H,: 0%, =0%
contra la alternativa
. 2 2
H,:0, #0pg

Usando la tabla 6, duplicando el area bajo la curva, se rechazara Ho cuando
F>3.29 con o = .10, puesto que ny = 10y ng = 8. (Note que Fos = 3.29 se
basa en vy = 7 y v, = 9 grados de libertad.)
El valor calculado de la estadistica de prueba es
sg .14

F=—=—=2.122
s2 3.21

A

Noétese que la estadistica de prueba no cae en la region de rechazo por lo que
2 2 . . . . . .

no se rechaza Ho:04 = og, 0 sca que la evidencia es insuficiente para indicar

una diferencia entre las varianzas de las poblaciones.

La consistencia en el sabor de la cerveza es una cualidad importante para
mantener la lealtad de la clientela. La variabilidad en el sabor de una cerveza
dada puede verse afectada por la longitud del periodo de fermentacion,
variacion en los ingredientes y diferencias en el equipo de fermentacion. Un

fabricante con dos lineas de produccion, 1 y 2, ha hecho ligeros cambios a la

linea 2 buscando reducir la variabilidad asi como el promedio del indice de
sabor. Se toman al azar muestras de n; = 25 y n, = 25 vasos de cerveza de
cada linea de produccidn y se determina el indice de sabor con un instru-
mento apropiado, obteniéndose

y, =32 y, = 3.0
s2=1.04 si=.51
(Presentan estos datos suficiente evidencia para indicar que la variabilidad del

proceso es menor para la linea 2? (Esto es, pruebe la hipdtesis nula,
- . 4 - . 2 2
Ho:of = o§, en contra la hipoétesis alternativa, H,:0) > 03.)

.Soluciéon Para probar la hipétesis nula

L2 2
Hy:0} =03
contra la alternativa

H - a2>g2
H,.01>0;
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al o = .05 de significancia, se rechazara o cuando F sea mayor que
Fos = 1.98; esto es, se usara una prueba estadistica de una sola cola
El valor calculado de la estadistica de prueba, :
3 1.04 _
F=—=—=2.04
s3 .51
cae en la region de rechazo, y por lo tanto se concluye que la variabilidad del
proceso 2 es menor que la variabilidad del proceso 1.

La prueba de igualdad de las varianzas de dos poblaciones no supone que
las medias sean iguales, aunque puede notarse que en ambos ejemplos, 9.6 y
9.7, los promedios son casi iguales. Lo que la prueba examina es la uniformi-
dad comparativa de los valores individuales dentro de cada poblacion. Por
ejemplo, en el ejemplo 9.6 si se hubiera rechazado la hipétesis nula para
concluir que los réditos de una inversion son mas variables que los de la otra,
se concluiria que 2in cuando los réditos promedio de ambas inversioncs son
casi iguales, una inversion representa mayor riesgo que la otra indicado ésto
por su mayor variabilidad. Puesto que la hipotesis de igualdad de varianzas no
fue rechazada para ese ejemplo, no existe evidencia suficiente para indicar
diferentes riesgos para las dos inversiones. Nota: Tal diferencia en riesgos
puede existir pero no se obtuvo evidencia suficiente con base en muestras de
tamafios ny = 10 y ng = 8.

Ejercicios

tener mucha variabilidad y un valor medio correcto.

de fabricacién extremadamente complejos, uno de
ellos dos veces mas viejo que el otro. A ambos sis-
temas se les lubrica y se les da mantenimiento cada

dos semanas. Durante 30 dias laborables se registra el
namero de productos terminados fabricados diaria- -

mente por cada uno de los sistemas y se obtienen los
siguientes resultados:

SISTEMA NUEVO | SISTEMA VIEJO

5, = 240
o5, =282

y, = 246
15.6

(Presentan estos datos evidencia suficiente para con-
cluir que la variabilidad en la produccion diaria justi-

fica un mantenimiento mas intensivo para el sistema.

viejo? Use a = .05.

9.28. La estabilidad en las medlcnones de las carac-
teristicas de un producto manufacturado es impor-
tante para mantener la calidad del producto. De
hecho, en ocasiones resulta preferible tener poca va-

riacion al medir las caracteristicas. importantes del.

producto_y que_el-promedio esté un poco sesgado a

La segunda situacién puede producir mayor porcen-
taje de productos defectuosos que la primera. Un
fabricante de bombillas eléctricas sospecha que una
de sus lineas de produccién esta produciendo bombi-
llas con mayor variacion en la longitud de vida. Para
probar su suposicion, compara n = 50 bombillas se-
leccionadas aleatoriamente de la linea sospechosa y
n =50 de la linea que parece bajo control. En la
tabla se dan las medias y las varianzas de ambas
muestras.

LINEA BAJO CONTROL

y, = 1,520 ¥y, = 1,476
s2=92,000 s = 37,000

LINEA SOSPECHOSA

.Considera que estos datos presentan suﬁcncntc evi-
dencia para indicar que las bombillas produc:das por
la linea sospechosa poseen una mayor varianza en
longitud de ‘'vida que aquellos producidos por la linea

- que se supone bajo control?:Use’'a = .05.


Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz


270

9 Inferencia con muestras pequeias

9.29. En la mdustria de manufacturas metalicas, la

-oductividad, y consecuentemente Ja utilidad, depen-
den grandemente de la calidad y uniformidad de las
materias primas necesarias. Suponga que se tienen
bajo consideracion dos fuentes principales de materia
prima, ambas fuentes parecen tener caracteristicas de
control similares, pero el fabricante no estd seguro
acerca de su respectiva uniformidad en el contenido
de impurezas. Se toman 10 muestras de 100 kg.cada
Jana de cada fuente y se determina la cantidad de im-
purezas en cada muestra. Los resultados aparecen en
la tabla. ;Sugieren estos datos la existencia de una
diferencia en la uniformidad de contenido de impu-

9.8 Resumen

rezas en los dos materiales? Pruebe con un 109 de
significancia.

MATERIAL A MATERIAL B
y, = 41.3 ¥, = 39.6
s2 = 18.75 52 =7.85

9.30. Continuando con el ¢jercicio 9.29, pruebe si
existe diferencia en el contenido medio de impurezas
de las muestras de los dos materiales. Use a = .05.

Es importante notar que las estadisticas ¢, x’ y F usadas en los métodos

estadisticos con muestras pequeifias discutidos en las secciones precedentes, se
basan en la suposicion de que las poblaciones muestreadas poseen una distri-
bucion de probabilidad normal. Este requerimiento es satisfecho para un buen
numero de observaciones experimentales.

Es notorio el parecido entre la ¢ de Student y la estadistica z y por lo tanto
la similitud de los métodos para probar hipétesis y construir intervalos de con-
fianza. Las estadisticas x* y F usadas para hacer inferencias acerca de las
varianzas de las poblaciones no siguen este mismo patron, pero el razona-
miento usado en la construccién de pruebas estadisticas y de intervalos de con-
fianza es el mismo para todos los métodos que se han presentado.

Ejercicios complementarios

9.31. {Qué suposiciones se hacen cuando se usa una
prueba ¢ de Student para probar una hipdtesis acerca
de la media de una poblacion? ;Cuales seran los re-
sultados si estas suposiciones no son validas pero de
todos modos se usa una prueba ¢ de Student?

9.32. Un cierto proceso quimico ha producido un
promedio de 800 tons de producto por dia. Los ren-
dimientos diarios de la semana anterior son 785, 805,
790, 793 y 802 tons. ;Indican estos datos que el rendi-
miento promedio es menor que 800 tons y entonces
algo malo esta pasando con el proceso? Pruebe al 5%
de significancia.

9.33. Encuentre un intervalo del 90% de confianza
para el rendimiento medio del ejercicio 9.32. =

.34.  Refiérase a los ejercicios 9.32 y 9.33. ;Qué tan
grande debe ser la muestra para lograr que la longi-
tud del intervalo de confianza se reduzca a 5 tons?

9.35. Se tomd una muestra aleatoria de n = 20 se-
cretarias empleadas en agencias publicas de cierta ciu-
dad y se encontr6 en esta muestra que el salario
promedio por hora era de y = $3.95, con desviacién
estandar de $0.58. Encuentre un intervalo de con-
fianza de 95% para el salario medio por hora para
las secretarias empleadas en las agencias publicas de
la ciudad.

9.36. Una maquina para vender bebidas automati-
camente esta disefiada para despachar, en promedio,
7 onzas de bebida por cada vaso. Para probar la
maquina se tomaron de ésta 10 vasos de bebida y se
midié su contenido. La media y la desviacion estan-
dar de los 10 vasos fue de y = 7.1 onzas y s> = 0.12
onzas respectivamente. ;Presentan estos datos eviden-
cia paraiindicar que la cantidad media despachada
difiere de 7-onzas? Pruebe con.un nivel de significan-
cia del 10%.
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