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8.1

Inferencia estadistica
con muestras grandes

Resumen

En los sicte capitulos anteriores se ha preparado el terreno para el estudio ded
objetivo de este texto. el desarrollo v el enteadimicnto de ia inferencia esta-
distica y el papel que ésta juega en la toma de decisiones en los negocios. tn el
capitulo | se establecio que la labor del estadistico consiste en hacer inferencias
acerca de las observaciones de una poblacion basindose en la informacion
contenida en una muestra. En ¢l capitulo 3 se vio como deseribir un conjunto
de observaciones para bosquejar infercncias accrca de la poblacion. En ¢l
capitulo 4. se discutio el concepto de probabilidad, concepto fundamental para
el mecanismo de la inferencia. Se continu6 con tres capitulos acerca de distri-
buciones de probabilidad, una discusion general en el capitulo 5, algunas dis-
tribuciones de probabilidad discretas en el capitulo 6 y en el capitulo 7, la
distribucién normal.

Para empezar a pensar en términos de la inferencia estadistica, se intro-
dujo en el capitulo 6 una aplicacion de la distribucion binomial a un problema

" de muestreo de aceptacion y a la prueba de una hipotesis acerca de la eficiencia

de una vacuna para el resfriado. Estos temas se ilustraron en ejercicios y ejem-
plos del capitulo 7. Ahora sc hara‘uso de los cimientos que se han construido
para estudiar los conceptos fundamentales de la inferencia estadistica.

Quiza la mas importante de las contribuciones a la preparacion para el
estudio de la inferencia estadistica ha sido el teorema central del limite presen-
tado en el capitulo 7. Este teorema justifica la normalidad aproximada de la
distribucion de probabilidad de la media muestral cuando el tamafio dc la
muestra es grande. Pero aiin mas importante. en este capitulo sera usado para
justificar la normalidad aproximada de los estimadores y las va-iables de deci-
sion que se presentan.
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El objetivo de la estadistica,
la inferencia

La inferencia, particularmente la toma de decisiones y la prediccion, ha jugado
un papel muy importante en la vida del hombre desde la antigiiedad. Cada
persona se encuentra con situaciones que requieren predicciones. Al gobierno
le preocupa cual sera el flujo de oro hacia Europa. Al inversionista le gustaria
predecir el comportamiento de la bolsa de valores. A algunos industriales les
interesa el resultado de un experimento para saber si un nuevo tipo de acero es
mas resistente a cambios de temperatura. Las amas de casa desean saber si en
verdad el detergente A es mas efectivo que el detergente B en su lavadora.
Estas inferencias se basan supuestamente en informacion relevante en forma de
datos u observaciones.

En muchas situaciones practicas la informacion relevante es abundante,
aparcntemente inconsistente y, en muchos casos, abrumadora. Como conse-
cuencia nuestra decision o prediccion es a menudo poco mejor que una
adivinanza. Basta un vistazo a las revistas especializadas en el mercado de
valores para observar la diversidad de opiniones de los expertos acerca del
comportamiento futuro del precio de las acciones. Asimismo, si los cientificos
v los ingenieros analizan visualmente un conjunto de datos, se produciran
opiniones contradictorias acerca de las conclusiones a que puede llegarse como
resultado de un experimento. Aunque mucha gente piensa que su mecanismo
natural para hacer inferencias es muy bueno, la experiencia indica que la
mayoria de la gente es incapaz de utilizar grandes cantidades de datos, evaluar
mentalmente cada porcion de informacion relevarite y terminar con una buena
inferencia. (Pruebe usted mismo su habilidad para hacer inferencias usando los
ejercicios en este capitulo y el siguiente. Analice visualmente los datos y haga
su inferencia antes de usar el procedimiento estadistico adecuado. Compare los
resultados.) Se concluve que es deseable el estudio de sistemas para hacer in-
ferencia y éste es precisamente el objetivo de los estadisticos matematicos.

Aunque, con toda intencion, en capitulos anteriores se han mencionado
algunas nociones de inferencia estadistica, es conveniente organizar estos con-
ceptos, haciendo una presentacion elemental de algunas ideas basicas de la
inferencia estadistica.

El objetivo de la estadistica es hacer inferencias acerca de una poblacién con
base en la informacion contenida en una muestra.

Puesto que las poblaciones se caracterizan por medidas descriptivas
numéricas llamadas parametros, la inferencia estadistica se ocupa de hacer
inferencias acerca de los parametros de una poblacion. Parametros tipicos de
una poblacion son la media, la desviacion estindar, el area bajo la distribu-
cién de probabilidad a partir de un valor de una variable aleatoria, o el area
entre dos valores de la variable. Es posible reformular todos los problemas
mencionados en el primer parrafo de esta seccion en términos de una pobla-
cién con parametros de interes especificos.
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- Los métodos para hacer inferencias acerca de los parametros pueden clasi-
fiearse en una de dos categorias. Pueden tomarse decisiones acerca del valor del
parametro como en el ejemplo de muestreo de aceptacion y prueba de hipotesis
descrito en el capitulo 6, o bien se puede predecir o estimar el valor del para-
metro. Aunque algunos estadisticos contemplan la estimacién como un pro-
blema de toma de decision, es conveniente conservar las dos categorias y en
particular concentrarse separadamente en estimacion y pruebas de hipdtesis.

No seria adecuado hablar de los objetivos y de los tipos de inferencia
estadistica sin referirse a alguna medida de la bondad de los procedimientos de
inferencia. Es posible definir numerosos métodos objetivos para hacer inferen-
cias ademas de los procedimientos propios basados er la intuicion. Por lo
tanto se debe tener una medida para poder comparar la bondad de un esti-
mador con la de otro. Mas atn, se desea establecer la bondad de una inferencia
en una situacion real dada. Predecir que el precio de un bono financiero sera
de $80 el proximo lunes es insuficiente y pocos se veran motivados a tomar
la accion de comprar o vender. Es deseable saber también si el estimador es
correcto dentro de mas o menos S1. S2 6 $10. ' '

i-a infcrencia estadistica en una situacion practica contempla dos aspectos: |
(1) la inferencia. v (2) una medida de su bondad. 7

Cual de los métodos de inferencia debe usarse. es decir, (S€ requiere esti-
mar el parametro? O ;debe probarse una hipotesis acerca de su valor? 1.a res-
puesta csta determinada por la situacion practica a considerar v en ocasiones
es cuestion de preferencia personal. Algunas personas prefieren probar teorias
acerca de los parametros y otras prefieren expresar sus inferencias en forma de
un esumador. Ambas, estimacion y prueba de hipétesis,.se usan frecuentemente
en la literatura cientifica. Por lo tanto, ambas deben ser incluidas en esta
discusion.

Tipos de estimadores

Los procedimientos de estimacion pueden ser divididos en dos tipos, estimacion
puntual y estimacién por intervalo. Suponga que como gerente de un super-
mercado estd usted preocupado por la desapariciéon de mercancia a causa de
robo. Para estimar la tasa de desaparicidon se toma una muestra de n articulos
y se calcula para cada articulo

inventario —existencia
inventario

tasa de desapariciéon =

pérdida
inventario
A partir de estos datos muestrales es posible obtener dos tipos de estimadores

de la tasa de desaparicion media u para todos los articulos en la tienda. Si la
media muestral es .20 este nimero puede usarse como un estimador de u. Es
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decir que la cstimacion de la pérdida media es de un 20% del inventario. O
puede estimarse que la pérdida media esta en el intervalo de .15 a .25 o, equiva-
lentemente, se estima que la pérdida media esta entre 15% y 25% del inventario.
El primer tipo de estimacion se llama estimacion puntual puesto que ese solo
nimero que representa la estimacion puede asociarse con un punto ¢n una
recta. El segundo tipo, con base en dos puntos que definen un intervalo en la
recta, es llamado estimacion por intervalo. Cada uno de estos métodos de
estimacion seran considerados aqui.

Un procedimiento de estimacién puntual utiliza la informacion en una
muestra y la sintetiza en un solo nimero o punto que estima el parametro de la
poblacion de interés. La estimacion se lleva a cabo por medio de un estimador.
Un estimador es una regla que indica como calcular la estimacion en base a la
informaciéon de una muestra. Generalmente se expresa por medio de una for-
mula. Por ejemplo, la media muestral

e

)T:______

n

es un estimador de la media de la poblacidn p e indica exactamente como
obtener el valor numérico de la estimacién una vez que se conocen los valores
de la muestra vy, s, . . ., s En cambio un estimador por intervalo usa los
datos muestrales para calcular dos puntos entre los cuales se espera que se
encuentre ¢l valor del parametro de la poblacion que sc quicre estimar.

Definicion

Un estimador puntual del parametro de una poblacion es una regla que indica
como caicular un niimero con base en los datos muestrales. Al namero resul-
tante se le llama estimacién puntual del parametro.

Definicion
Un estimador por intervalo es una regla que indica como calcular dos nu-
meros con base en los datos muestrales.

Definicion

Cuando se usa un estimador por intervalo para estimar el parametro de una
poblacién, el par de niimeros que se obtiene se llama estimacion por intervalo
o intervalo de confianza. El numero mayor, que indica el extremo superior
del intervalo se denomina limite superior de confianza (LSC). Similarmente el
ntmero ‘extremo inferior del intervalo se denomina limite inferior de con-
fianza (LIC).

Ambos tipos de estimaciones se usan comunmente para encuestas d_é; pre-
ferencia del consumidor pero para este caso las estimaciones puntuales son mas
usadas.. Cuando la estimacion surge en el contexto de experimentacion indus-
trial resulta mas comin -usar intervalos de confianza.
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Evaluacion de la bondad
en un estimador puntual

Recuerde el ¢jemplo de la desaparicion de articulos por robo en un supermer-
cado. Supdngase que la media muestral resulta ser .20 y que usted reporta este
valor a la direccion del supermercado. ;Quedara el director satisfecho con este
valor? o preguntar4a —;mas o menos cuanto? En otras palabras, ;qué tanta fé
tendra el director en esta estimacion? ;Cual es la precision de este estimador
de u? (Qué tan alejado de u podria estar este estimador?

Para responder considérese una analogia que puede ayudar a explicar e!
razonamiento empleado para evaluar la bondad de un estimador puntual. La
estimacion puntual puede compararse, en muchos aspectos, a disparar un re-
volver hacia un blanco. El estimador, gue produce estimaciones, es similar al
revolver. Una particular estimacion es similar a la bala disparada; y el para-
metro de interés es similar al centro de la diana de tirc. Tomar 'una muestra
de la pobiacion y estimar el valor del pardmetro es equivalente a disparar un
balazo hacia la diana. Suponga que un tirador dispara un balazo y atraviesa el
centro exacto de la diana de tiro. jPodria considerarse que se trata de un ex-
celente tirador? La respuesta es no, ya que muy pocas personas consentirian
en sostener el blanco para un segundo disparo. En cambio si un millén de
disparos sucesivos atravesaran el centro mismo de la diana, se tendria suficiente
confianza en el tirador como para sostener el blanco para el siguiente disparo si
se ofreciera una recompensa adecuada. El hecho que se desea subrayar aqui
es que no es posible evaluar un procedimiento de estimacidon con base en una
sola estimacion. Por el contrario, deben observarse los resultados de usar el
procedimiento de estimacion repetidas veces al estimar el mismo parametro de
la misma poblacion. En la analogia del tirador seria como observar qué tan
cerca se distribuyen los balazos alrededor del centro del blanco. De hecho
como las estimaciones son numeros, para evaluar la bondad del estimador se
construiria la distribucion de frecuencias de las estimaciones obtenidas al tomar
repetidas muestras y calcular el valor del estimador, y se juzgaria de qué ma-
nera esta distribucion de frecuencias se centra en el parametro de interés.

Como ilustracion considere el experimento del lanzamiento de un dado
que se presentd en el capitulo 7, en donde se generaron 100 muestras de
tamafio n = 5 cada una y se calculd la media para cada muestra. Como en este
caso se conoce el valor medio u del nimero que aparece en la cara superior
del dado (¢ = 3.5), es posible usar los resultados de aquel experimento para
ver qué tan bien se estima con base en una muestra de tamafio n = 5.

El histograma de frecuencias de las 100 medias muestrales se muestra en la
figura 8.1. Observe como las estimaciones se agrupan alrededor de la media de
la poblacién 4 = 3.5 y van de 1.3 a 5.5. Es claro como esta distribuciéon de
estimaciones dice algo acerca de qué tan buena seria una estimacién de u si se
tomara una muestra de tamafio n = 5 observaciones y se calculara la media
muestral y.

Si para cada estimador se tuviera un histograma de frecuencias relativas
(como el de la figura 8.1) que exhibiera el comportamiento del estimador para
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Figura 8.1 Histograma de medios muestrales del experimento de lanzamiento de un dado
en la seccion 7.2

muestras sucesivas del mismo tamailo, se conocerian entonces las caracteristicas
del estimador. Si en lugar de tomar 100 muestras y calcular 100 valores de v,
como en el estudio ilustrado en la figura &.1, se pensase en tomar miles de
muestras, tantas como se desee. Si fuera posible tomar un numero infinito de
muestras de tamafio fijo, la distribucion de frecuencias relativas de las y’s seria
la distribucién de probabilidad, o, como se le llama frecuentemente, la distri-
bucién muestral del estimador y.

Definicion _

A la distribucién de probabilidad de un estimador se le llama la distribucion
muestral del estimador.

La obtencién de las distribuciones muestrales de varios estimadores es el
trabajo de los investigadores en estadistica. Afortunadamente, la distribucion
muestral de la mayoria de los estimadores puntuales usuales es conocida.

Ahora que se tiene que las propiedades de un estimador puntual se en-
cuentran en su distribucién de probabilidad, surge la pregunta acerca de cuales
propiedades son las mas deseables en un estimador. En esencia, son dos las
caracteristicas principales de un estimador. Primero se desea que la distribucion
de las estimaciones se centre alrededor del pardmetro de interés. Por ejemplo,
si se esta estimando u, se desearia.que la distribucidn muestral del estimador
estuviera centrada en u, como se ilustra en la figura 8.2(a). A tal estimador se
le denomina insesgado. La distribucién muestral de un estimador sesgado se
ilustra en la figura 8.2(b). (Nota: Se usa una tilde (una testilla) sobre el para-
metro para.simbolizar un estimador.del parametro.)
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(a) Estimador insesgado (b) Estimador sesgado

Figura 8.2 Distribuciones de estimadores insesgados y sesgados

Definicion

El estimador del parametro de una poblacion es insesgado si la media de su
distribuciéon muestral es igual al parametro. En otro caso se dice que el
estimador es sesgado.

La segunda propiedad deseable en un estimador puntual,es que la desvia-
cion estandar de su distribucion muestral sea pequefia. Entonces se desea que
la dispersion de las estimaciones S€a tan pequena como sea posible. Para Ja
mayoria de los estimadores la desviacidn estandar de la distribucién muestra!
¢s controlable. Esto es, es posible hacer la desviacion estandar (que mide la
dispersion de las estimaciones) tan pequena como se desee al aumentar el
tamano de la muestra.

Por ejemplo, en el capitulo 7 se vié6 que debido al teorema central del
limite, la distribucién muestral de la media muestral 3 se distribuye aproxi-
madamente normal con media iy desviacidon estandar o/\/; (uy o sonla
media y la desviacion estandar de Ja poblacion de la cual se tomé la muestra y
n es el tamaiio de la muestra). En consecuencia es posible hacer a la desviacion
estandar de la distribucion muestral de y, que se denotara por o7, tan pequefia
como se desee al aumentar el tamaiio de la muestra n. En la figura 8.3 se ilustra
como la distribucién muestral de y depende del tamafio de la muestra n. Enla
figura 8.3 se exhiben 3 distribuciones muestrales de v dibujadas en la misma
grafica. Las distribuciones muestrales, correspondientes a los tamafios de mues-
tran=35,n=20yn =80 muestran como la dispersion de las distribuciones
muestrales decrece conforme n aumenta. También se ilustra el porqué una esti-
macién basada en n = 80 observaciones estara, con una alta probabilidad,
bastante mas cerca de que una estimacion basada en una muestra de 5 = 5.

En una situacién real, es posible que se sepa que la distribucién muestral
del estimador se centra en el parametro que se desea estimar, pero no se conoce
el valor del pardmetro. Lo tnico con lo que se cuenta es con la estimacidn
calculada a partir de las n observaciones de la muestra. ({Qué tan lejos estara
la particular estimacion del parimetro estimado? Puesto que el parametro
usualmente se encuentra en el centro de la distribuciéon muestral (que es usual-
mente la media de la distribucién), la distancia entre la estimacion y el para-
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Figura 8.3  Distribuciones muesirales para ¥; n =15, 20 y 80

metro, a la que se le llama error de estimacion, es menor o igual a la distancia
entre el centro y las colas de la distribucion.

Definicion

la distancia entre una estimacion y el valor del parametro s¢ ilama error de
estimacion.

De hecho el error de estimacion debe ser menor gue dos desviaciones
estandar de la distribucion muestral, con una probabilidad de al menos .75
(teorema de Tchebysheff), y en una gran cantidad de casos con una probabili-
dad de .95 (la regla empirica). Por ejemplo, la distribucién muestral de la media
muestral es aproximadamente normal, con media u Yy desviacidén estandar
o/ﬁ, (teorema central del limite) y, como se observa en la figura 8.4, la pro-
babilidad de que una estimacion caiga dentro de 20/ n hacia abajo o hacia
arriba de u es aproximadamente igual a .95. Equivalentemente la probabilidad
de que el error de estimacion sea menor que 20/\/_; es aproximadamente igual
a .95.

Para resumir, las propiedades de un estimador puntual estan caracteri-
zadas por su distribucion muestral. Se preferiran estimadores que scan inses-
gados y tengan desviacion estandar pequefia. Si no es satisfactoria la desviacion
estandar de un estimador, ésta puede reducirse aumentando el tamafio de
muestra. El error de estimacion—la distancia entre la estimacion y el parametro
estimado—debe ser menor que dos desviaciones estandar de la distribucion
muestral, con una probabilidad de al menos .75 y en muchos casos cercana a
95.
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Figura 8.4 La distribucion muestral de y

Evaluacién de un estimador
por intervalo

El construir una estimaciéon por intervalo es como lanzar un aro para ensar-
tarlo en una estaca. En este caso, ei parametro que se deseca estimar corres-
ponde a la estaca y ¢! intervalo al aro que se lanza. Cada vez que se toma una

iuestra y se construye el intervalo de confianza se espera que el parametio a
estimar quede contenido dentro de éste. Por supuesto esto no ocurrird para
cada-‘muestra. La probabilidad de que un intervalo centenga al parametro que
se estima se denomina coeficiente de confianza.

Definicion
La probabilidad de que un intervalo de confianza contenga al parametro que
se estima se denomina coeficiente de confianza.

Como ejemplo practico, puede suponerse que se desea estimar la utilidad
semanal promedio para una compaiia pequefia. Si se tomaran 10 muestras
cada una de n = 20 observaciones semanales y para cada muestra se constru-
yera un intervalo de confianza para la media u de la poblacion, es posible que
los intervalos que se obtengan ocurran de manera similar a los que se muestran
en la figura 8.5. Las lineas horizontales representan los 10 intervalos y la linea
vertical representa el verdadero valor de la utilidad semanal media. Notese que,
salvo uno, todos los intervalos contienen a u, para estas muestras particulares.

Entonces, jcudl es un buen intervalo de confianza? La respuesta es aquel
que tenga un coeficiente de confianza alto, cercano a uno, y que sea tan es-
trecho como sea posible. Entre mas estrecho sea el intervalo se tendra locali-
zado el parametro estimado de manera mas precisa. Entre mayor el coeficiente
de confianza, mas seguridad se tiene de que un intervalo en particular pueda
contener al parametro estimado. Recuérdese que el coeficiente de confianza da
la probabilidad de que la estimacion por intervalo produzca limites que con-
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Figura 8.5 Diez intervalos de confianza para la ganancia semanal media (cada uno ba-
sado en una muestra de n = 20 observaciones) '

tengan al parametro estimado. Es decir, proporciona una medida de la con-
fianza que se tiene en los limites de confianza construidos a partir de los datos
en la muestra. En resumen la amplitud del intervalo y su coeficiente de con-
fianza asociado miden la bondad de un intervalo de confianza.

(Cudl es el efecto del tamano de muestra sobre la amplitud del intervalo?
Entre mayor sea la muestra se tiene mayor informacidn para construir el inter-
valo de confianza. Entonces, para un coeficiente de confianza dado, entre mas
grande sea la muestra menor sera la longitud del intervalo que resulte.

Estimacion puntual de la media
de una poblacion

Algunos problemas de decision en los negocios requieren a menudo de la esti-
macion de la media u de una poblacion. Por ejemplo, suponga que se esta in-
teresado en la produccion diaria media de una linea de ensamblado, o en la
resistencia promedio de un nuevo tipo de acero, o en el niimero promedio de
accidentes por mes en una fabrica, o bien en la demanda promedio para un
nuevo producto. En todos estos casos la estimacion de u resulta una impor-
tante aplicacion practica de la inferencia estadistica y resulta también una ex-
celente ilustracion de los principios de estimaciéon puntual discutidos en la
seccidn 8.4.

Se dispone-de varios estimadores para estimar la media u de una pobla-
cion. Entre estos se tiene la mediana muestral, el promedio entre la maxima y
la minima observacion en la muestra y la media muestral y. Cada uno de éstos
tiene asociada una distribucién muestral generada por muestreo repetitivo y
dependiendo de la poblacién y del problema practico en cuestién, cada uno
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presenta ventajas y desventajas. La mediana muestral y el promedio de las
observaciones extremas son frecuentemente faciles de calcular. La media mues-
tral y es cominmente superior a aquéllas debido a que para algunas pobla-
ciones la desviacion estandar de su distribucién muestral es minimna y siempre
es insesgada independientemente de la poblacion.

Algunas propiedades resultan inherentes a la distribucion de y, es decir la
distribuciéon muestral generada por rnuestreo repetido de n observaciones de
una poblacién con media u y varianza a’. Se tiene que, independientemente de
la distribucion de probabilidad de la poblacion, y tiene las tres siguientes
propiedades.

Caracteristicas de la distribucion muestral de y
1. El valor esperado de y es igual a la media de la poblacion (u).
2. La desviacion estandar de y es

N — n
en donde N es el numero de observaciones en la poblacion. En la dis-
cusion que sigue se supondra que N es grande en relacion con n, el

tamafio muestral, y entonces, \/(N —n)/(N—1) es a(proxnmadalmﬁnte
igual a 1. Si este es el caso, entonces

o
vV
3. Cuando n es grande, y se distribuye aproximadamente como una

normal. Esto es consecuencia del teorema central del limite (su-
poniendo que p y ¢ son nimeros finitos).

Oy —

Entonces y es un estimador insesgado de u, su desviacion estandar es
proporcional a la desviacion estandar de la poblacion, o, e inversamente pro-
porcional a la raiz cuadrada de n, el tamafio de la muestra. Aunque no se
presenta aqui prueba alguna de estos resultados, estos parecen intuitwamc?nte
razonables. Por supuesto,.entre mas variables sean los datos de la poblacion,
variabilidad que mide o, mas variable sera y. Por otro lado, cuando n es gr_ande
se tiene mayor informacién para la estimacién, y entonces las estimaciones
deben estar mas cercanas a u puesto que oy decrece al aumentar n.

Ademas del conocimiento de la media y la desviacion estandar d‘e la
distribucién de probabilidad de y, el teorema central de limite proporciona
informacion acerca de la forma de esta distribucién. Cuando n, el tamafio de
‘muestra, es grande, la distribucion de y es aproximadamente normal Esta dis-
tribucidn se exhibe en la figura 8.6.

Para construir un estimador puntual de la media de la poblacion K, s€
calcula el valor de la media muestral y. Entonces, como se explica en la secciéon
8.4, se calcula la cota para el error de estimacién de dos desviaciones estandar.
La cota para el error de estimacion para la media muestral es

cota del error = \/23
n
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Figura 8.6 Distribucion de ¥ para n grande

La probabilidad de que el error de estimacion sea meror que esta cota es
aproximadamente .95. '

En general se desconoce ¢l valor de ¢, la desviacion estandar de la pobla-
cion, que aparece en la formula de la cota para el error. Entonces es necesario
dar una aproximacion. Lo méas comin es substituir o por s, la desviacion
estandar de la muestra. Esta aproximacion es adecuada cuando el tamano de
muestra es 30 o mayor. Cuando se desconoce o y el tamanc de muestra es
pequefio (menor que 30) debe usarse un procedimiento de estimacion con
muestras pequenas. Estos procedimientos se presentan en el capitule 9.

Estimacion puntual de la media de una poblacion

Estimador: v

Cota del error: 2oy. =

Nota: Si se desconoce o y n es mayor o igual a 30, se puede usar la des-
viacion estandar muestral s para aproximar o.

El siguiente ejemplo ilustra el procedimiento de estimacion.

Ejemplo 8.1 Suponga que se desea estimar la produccion diaria promedio de cierto
producto en una planta de productos quimicos. Se registra la produccion
diaria durante n = 50 dias y se obtiene una media y una desviacion estandar
de

y=287ltons y s=2I]tons

Estime la produccion diaria promedio u.

Soluciéon La estimacion de la produccion media es y = 871 tons. La cota
del error de estimacion es
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20 20
] V' n Vv 50

Aunque se desconoce el valor de o, este puede ser aproximado por s, el
estimador de o. Se tiene entonces que la cota del error de-estimacion es

aproximadamente
2s 2121 42
— = == ==5.94
Vn V 50 7.07

Se puede confiar en que la estimacion de 871 tons se encuentra a menos de
5.94 tons del verdadero rendimiento promedio.

El ejemplo 8.1 merece dos comentarios adicionales. Primero, debe evitarse
usar el valor equivocado 20 como cota del error en lugar dei valor correcto
20;. puesto que si se desca discutir acerca de la distribucion de 1. debe usarse
su desviacion estandar o7 para describir su variabilidad. Se debe tener cuidado
para no confundir las medidas descriptivas de una distribucion con la de otra.

Segundoe. usar s para aproximar ¢ resulta adecuado cuando n es grande.
digamos mavor o igual a 30. Si ¢l tamafio de muestra es pequcio., existen dos
posibilidades. En ocasiones se cuenta con una buena estimacion de o a parur
de experiencia previa. en tal caso este valor puede usarse en lugar de o en la
formula para ¢-. Cuando no sc cuenta con tal estimacion para o y cuando la
muestra se ha seleccionado a partir de una poblacion que tiene una distribucion
nermal (o al menos de forma acampanada) se puede recurrir ai procedimiento
para muestras pequenas que se describe en el capitulo 9. El
como punto divisorio entre muestras grandes v pequefas es arbitrario, v esta
eleccion se discute en el capitulo 9.

escoger 1 = 30

Ejercicios

tandar que se obtienen son de $2160 y $575. Estime

calor severo del verano en una comunidad. el gobier-
no de la ciudad selecciona al azar n = 100 viviendas
para observar el medidor de agua durante un dia y
estimar el consumo diario promedio por vivienda du-
rante un dia caluroso. Se obtiene de esta muestra una
media y una desviacion estandar de 117.5 galones y
16.8 galones respectivamente. Estime u, €l consumo
diario promedio por vivienda en esta comunidad y
determine una cota para el error de estimacion.

8.2. De acuerdo a una investigacion, cuando se in-
tenta evaluar los procedimientos de control interno
de una organizacion mediante un estudio de los libros
de contabilidad, para un negocio de tamafio consi-
derable resulta excesivo considerar todas las transac-
ciones efectuadas en un afo o0 aun en un trimestre. Se
efectia una auditoria por medio de una muestra de
n = S0 iransacciones. La media y la desviacion es-

u, el valor promedio por transaccion, y determine
una cota del error de estimacion.

8.3. La media y la desviacién estandar de la utili-
dad, después de los impuestos, de 100 fabricantes
para un periodo dado de tiempo resultaron de 45y
1.3 centavos por dolar de ingreso. Estime la media
de la utilidad después de los impuestos para la pobla-
cion de fabricantes de los cuales se tomd la muestra
para ese periodo de tiempo y determine una cota
para el error de estimacion.

8.4. Suponga que la media de la poblacion de las
utilidades después de los impuestos de todos los fabri-
cantes durante un cierto periodo es en realidad de 4.8
centavos por délar de ingreso, con o = 1.5 centavos.
(Cual es la probabilidad de que la utilidad media.
después de los impuestos, calculada de una muestra
de n = 100 fabricantes exceda 5 centavos?
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Estimacion por intervalo de
la‘'media de una poblacién

El estimador por intervalo, o intervalo de confianza, puede obtenerse facil-
mente a partir de los resultados de la seccién 8.6. Es posible que 3 pueda
resultar mayor o menor que la media de la poblacién aunque no es de esperarse
que se desvie mas de 205 de u. Por lo tanto, si se escoge (¥ — 203) como el
extremo inferior del intervalo, llamado limite inferior de confianza (LIC), y
(¥ + 20;) como el extremo superior, o limite superior de confianza (LSC),
el intervalo asi construido contendra muy probablemente a la verdadera media
de la poblacion p. De hecho si n es suficientemente grande como para que la
distribuciéon de y sea aproximadamente normal, se espera que aproximada-
mente 95% de los intervalos, que se cbtuvieron por muestrear repetidas veces,
contendran a la media de la poblacién p.

Elintervalo de confianza que se describe en el parrafo anterior es llamado
intervalo de confianza de muestras grandes puesto que se requiere que el
tamario de muestra sea suficientemente grande para que el teorema central del
limite garantice la distribucién aproximadamente normal de ». Puesto que
comunmente se desconoce o es necesario usar la desviacion estandar de la
muestra s para estimar 0. Por lo general este intervalo de confianza resulta
apropiado cuando n es mayor o igual que 30.

El coeficiente de confianza de .95 corresponde a £ 20z, 0 mas preciso a
1 1.9605. Ahora, si se recuerda que .90 de las observaciones en una distribucion
normal se encuentran dentro de z = 1.645 desviaciones estandar de la media
(tabla 3 dei apéndice) se puede ahora construir el intervalo de confianza al 909
con limites

g
LIC = 5 — 16450y = § - 1.645 =
_ _ ag
LSC = § + 1.6450, = § + 1.645 i
a/z a/2
Za/2 0 Za)2

Figura 8.7 Localizacion de Za/2
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En general, es posible construir intervalos de confianza para cualquier
coeficierite de confianza (1 — «) por medio de la {6rmula que se presenta cn el
siguiente cuadro.

Intervalo de confianza del (1 — «)100% para u basado en una
muestra grande

El valor z, z4/2, de la curva normal que aparece en la férmula para el
intervalo de confianza, se localiza como se ilustra en la figura 8.7. Por ejemplo
si se quiere un coeficiente de confianza de (I — «) igual a .95, entonces el 4rea
requerida bajo las colas de la curva normal es o« = .05. Se toma la mitad de
o (.025) para cada cola de la distribucién. Entonces zops es el valor z de la
tabla 3 del apéndice que corresponde a una area de .475 a la derecha de la
media. Es decir

Z gp5 = 1.96
Los limites de confianza correspondientes a los coeficientes de confianza

que se usan mas frecuentemente se muestran en la tabla 8.1.

Tabla 8.1  Limites de confianza para u

COEFICIENTE DE CONFIANZA

(] «@) « Z'o/".’ Lie LSC
: -1 1. y — 1.645 y + 1.
. y . r—n Y /—n
.95 .05 1.96 y 1.96 ) .9
) vV n ) V n
.99 .OI 2.58 y .58 -2
y — y —

Encuentre un intervalo de confianza del 90% para la media de la poblacién
en el ejemplo 8.1. Recuerde que 7 = 871 tons y s = 21 tons.

Solucién  Los limites de confianza para el 90% son:
ag

Vn

y = 1.645
Al usar s para estimar ¢ se tiene

871 = (1.645) 2! 871 = 4.89
+ (1. —_—= + 4.

V50
Por lo tanto se estima que el rendimiento diario promedio p cae en el inter-
valo de 866.11 a 875.89 tons. El coeficiente de confianza .90 implica que en
muestreo sucesivo si se determinan los intervalos de confianza para cada
muestra, 90% de los intervalos contendran a p.
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8 Inferencia estadistica con muestras grandes

_Se selecciona una muestra de n = 100 empleados de una compaiiia, sc
registra’el salario anual de cada empleado en la muestra y se calculan la
media y la desviacion estindar muestral de tos salarios obteniéndose

P=25%7750 y s=%900
Construya el intervalo de confianza del 95% para el salario promedio dc la
poblacion pu.
Solucién  Los limites de confianza al 95% son

ag

y + 1.96
) N

Usando s como estimador de o, se ticne

$7750 = (1.96) 3900 $7750 = $176.40
TUUNVI000 B '
Por lc tanto, el salario promedio para los empleados de la compaiia csta
contenidc en el intervalo de $7573.60 a $7926.40, con coeficiente de confiarza
de 0.95.

El intervalo de confianza del ejemplo 8.3 ¢s aproximado porque § sustituye
como aproximacion a o. Esto es, en lugar de que el coeficiente de confianza sca
95, como se requiere en ei ejemplo, el verdadero valor del cocficiente puede ser
92, 94 6 97. Esto no ¢s para preocuparse desde un punto de vista practico.
pucsto que en lo que sc refiere a la “confianza™ que se tenga en el intervalo
hay muy poca diferencia cntre estos cocficientes de confianza. La mayoria de
los intervalos de confianza usados en estadistica producen coeficientes de con-
fianza aproximados puesto que las suposiciones en las que ¢stos s¢ basan no
son satisfechas exactamente en la practica. Habiendo hecho esta aclaracion no
sc volvera a hacer referencia a que los intervalos de confianza son solo aproxi-
mados. En la practica no hay razén para preocuparse, siempre y cuando el
coeficiente de confianza resulte cercano al valor especificado.

Debe notarse en la tabla 8.1 que, para un tamafio de muestra fijo, la
longitud del intervalo aumenta al aumentar ¢l coeficiente de confianza, resul-
tado éste que va de acuerdo con la intuicion. Si se desea mayor confianza en
que el intervalo contrendra a u, seria razonable aumentar la amplitud del inter-
valo. Puesto que se preficren en general intervalos de confianza no muy amplios
con alto coeficiente de confianza es necesario establecer un compromiso al
escoger el coeficiente de confianza deseado.

La seleccion del coeficiente de confianza a usarse en una situacion dada
debe ser hecha por el experimentador y depende del grado de confianza que el
experimentador desea tener en la estimacion. La mayoria de los intervalos de
confianza se construyen usando uno de los tres coeficientes que aparecen en la
tabla 8.1. Tal parece que el més popular de los intervalos de confianza es el del
959%. El uso de intervalos de confianza al 99%.es menos frecuente debido a la
amplitud del intervalo resultante, aunque es posible siempre reducir la longitud
del intervalo al aumentar el tamaifio de muestra, n.
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El uso tan frecuente del .95 como coeficiente de confianza hace que en
ocasiongs algunos principiantes se pregunten si debe usarse z =196 o ;=
2 en el intervalo de confianza. La verdad es que no hay mucha diferencia. El
valor de z = 1.96 es mas exacto para un ceeficiente de confianza de .95 pero el
error que se introduce al usar z = 2 es muy pequefio. El uso de z = 2 simplifica
los calculos, principalmente cuando las operaciones se realizan manuaimente.
En general puede acordarse usar dos desviaciones estandar para determinar la
cota del error de estimacidén y usar en cambio z = 1.96 para construir inter-
valos de confianza simplemente para recordar que es el valor obtenido de la
tabla de area bajo la curva normal.

Note la diferencia entre los estimadores puntuales y los estimadores por
intervalo. Note también que cuando se determina la cota del error de estima-
cidn se esta construyendo implicitamente un intervalo de confianza, en el caso
de que se esté estimando la media de la poblacién. Aunque esta relacion se
presenta para la mayoria de los parameiros que se estiman en este texto, los
dos métodos de estimacion no resultan equivalentes. Por ejemplo no resulta
obvio que ¢i mejer estimador puntual cae en el centro del mejor éstimador por
intervalo; en muchos casos no sucede asi y mas aln no ¢s necesariamentc
cierto que el mejor estimador por intervalo sea una funciéon del mejor estima-
dor puntual. Aunque cstos problemas son de naturaleza teérica, resultan rele-
vantes y deben mencionarse para evitar impresiones eguivocadas cn el estu-
diante. Desde un punto de vista practico, ambos métodos estdn muy relacio-
nados y la seleccion entre un esimador puntual v un estimador por ¢l intervalo
depende de la preferencia del experimentador.

Ejercicios

Estime el verdadero rendimiento anual promedio

region geografica determinada es una tarea dificil. A
menudo se requiere de una estimacion de los gastos
de los consumidores en una clase especial de pro-
ductos. En un estudio de mercado realizado por una
compaiiia de productos derivados del petréleo para
determinar la cantidad gastada en combustibles para
calefaccion casera en un afio en particular para una
ciudad determinada, se utilizo el directorio de la ciu-
dad para seleccionar una muestra aleatoria de n = 64
hogares en la ciudad. La media y la desviacion es-
tandar muestrales del gasto en combustible para cale-
faccion fueron de $836 y $178 respectivamente. En-
cuentre un intervalo de confianza del 90% para el
gasto promedio anual en este tipo de combustible en
las viviendas de esa ciudad.

8.6. Para determinar el rendimiento anual de ciertos
valores, un grupo de inversionistas tomd una muestra

de n = 50 de esa clase de valores. I.a media y des--

viacion estandar resultaron y =8.71% y s=2.1%.

para esa clase de valores usando un intervalo de con-
flanza del 90%.

8.7. Para llegar a una negociacion sindical adecuada
se requiere un estimador preciso del salario actual
de los empleados sindicalizados. Un agente laboral
tomé una muestra de n = 60 elevadoristas sindicali-
zados. En esta muestra se encontré una media y una
desviacion estandar del salario semanal de los eleva-
doristas muestreados de $147.45 y $11.60 respectiva-
mente. Determine un intervalo de confianza del 95%
para el salario semanal promedio de todos los eleva-
doristas sindicalizados.

8.8. Una auditoria del inventario de una compaiiia
se realiz6 seleccionando una muestra al azar de n =
100 productos en existencia. El precio de venta pro-
medio obtenido en la muestra fue de $17.50 con una
desviacion estandar de $6.75. Construya un intervalo
de confianza de 95% para el precio promedio de
todos los articulos en existencia.
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Estimacion con muestras grandes

La estimacion de la media de una poblacion presentada en las seccionas 8.6 y
8.7 ayuda a entender otros problemas de estimacion a tratarse en este capitulo.
De manera similar a la media muestral el resto de los estimadores presentados
en este capitulo siguen una distribucion que es aproximadamente normal,
muchos de ellos por virtud del teorema central del limite. Todos ellos son esti-
madores insesgados y las desviaciones estandar de sus distribuciones muestrales
son conocidas, por lo que los estimadores puntuales y los intervalos de con-
fianza seran construidos en la misma forma en la que se construyeron para el
caso de la media de la poblacidn, u.

En capitulos posteriores se encontraran también otros estimadores cuyas
distribuciones muestrales son aproximadamente normales. Aqui la atencién se
concentrara en cuatro situaciones que se presentan frecuentemente en la prac-
tica. Los casos que se consideran en este capitulo son inferencias acerca de la
media de una poblacion (secciones 8.6 y 8.7), comparacién de las medias de
dos poblaciones, el parametro p de una binomial y la comparacién del para-
metro binomial de dos poblaciones.

Las encuestas que se llevan a cabo tienen frecuentemente el objetivo de
estimar la media de la poblaciéon u o un parametro binomial (proporcidn) p.
Por ejemplo, el estimar el niumero de articulos promedio que desaparecen por
robo en un supermercado, es un ejemplo de estimaciéon del promedio de una
poblacion p. La seleccion aleatoria de una muestra de gente para determinar
la proporcion de personas a favor de cierto producto casero tiene como ob-
jetivo la estimacion de un pardmetro binomial, p.

Hay también encuestas cuyo objetivo es la comparacion de estos para-
metros para dos o mas poblaciones. Por ejemplo, supéngase que se planea
comprar uno de dos automoviles y que se desea escoger aquel que resulte mas
econdmico en cuanto a consumo de gasolina. Se sabe ademas que las cifras de
estos rendimientos que se manejan en la publicidad son bastante alejados de la
realidad y que el kilometraje por litro varia considerablemente de un automévil
a otro. La decisiéon puede basarse en una comparaciéon de las medias de
muestras aleatorias de los dos tipos de automdvil, n; del primer tipo y n, del
segundo tipo. La decision se basara en la diferencia de los rendimientos pro-
medio de los dos tipos de automovil. De manera similar el objetivo puede ser
estimar la diferencia de las proporciones de productos defectuosos para dos
-grandes lotes de productos industriales, la estimacion basada en muestras alea-
torias seleccionadas de cada lote.

Las situaciones descritas anteriormente identifican los cuatro problemas
de estimacion que se presentan en este capitulo en que se presentan estimadores
pard las siguientes situaciones:

l. La media de una poblacién p.

2. La diferencia entre las medias de dos poblaciones.

3. La proporcion de una poblacién.

4. La diferencia entre las proporciones de dos poblaciones.
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" Como se establecio anteriormente, las distribuciones muestrales de estos
estimadores, cuando el tamafio de musestra es grande, poseen propiedades
similares, por lo que se puede dar una forma general para la estimacion puntual
y por intervalos para los cuatro problemas de estimacion. Aunque las formas
del estimador puntual defieren, la cota de!l error de cada uno se presenta en el
siguiente cuadro:

Cota para el error de estimacion para un estimador puntual

con una muestra grande

Cota del error = 2 desviaciones estandar de la distribucion muestral del
estimador puntual.

Similarmente los intervalos de confianza con muestras grandes para los
cuatro parametros se presentan en el cuadro siguiente:

Intervalo de confianza con muestras grandes del (1 — «)100%
Estimador puntual *z,,2 X (desviacion estandar del estimador puntual)
donde z,/2 se obtiene de la tabla 8.1.

Las formulas especificas para la estimacion de la diferencia de dos medias,
. .. .. . . ' . (4
para la estimacion de una proporciéon binomial y para la estimacion de la
diferencia de dos proporciones se presentan en las secciones 8.9, 8.10 y 8.11.

Estimacion de la diferencia
de dos medias

Un problema igualmente importante al de la estimacion de una media pobla-
cional es el de la estimacidon de la diferencia entre dos medias poblacionales.
Por ejemplo, podria requerirse estimar el tiempo medio requerido para el
ensamblado de un producto industrial usando dos métodos alternativos. Los
armadores se dividirian en forma aleatoria en dos grupos, uno de los cuales
procederia al ensamblado utilizando el método | y el otro el método 2. Se
podria entonces, hacer inferencias en relacion a la diferencia entre los tiempos
medios requeridos por los dos métodos. En otro ejemplo similar, suponga que
en una planta quimica, se quiere comparar el rendimiento medio utilizando
materia prima de dos proveedores alternativos, A o B. Si se toman muestras
diarias de los rendimientos utilizando materia prima de A por un lado y de B
por el otro, estos pueden ser utilizados para inferir sobre la diferencia entre los
rendimientos medios.

En ambos ejemplos, hay dos poblaciones, la pnmera con medla y varianza
My o,, respectivamente, y la segunda con media y varianza y,, 02 Una mues-
tra aleatoria de tamafio n, se extrae de la poblacién 1 y otra de tamafio n, de la
poblacidén 2, en donde se supone que las muestras han sido extraidas de
manera independiente la una de la otra. Sean y Y1, s,. ny s2 los estimadores de
los parametros, calculados con la informacién muestral.
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— i 9] _ _
205, = 3 )= =20 Gy — Ty

Figura 8.8 [a distribucion de (Vi — T2) para muesiras grandes

El estimador puntual de la diferencia (1, — u>) de las medias poblaciones.
es (V) — 1). la diferencia entre las medias muestraics. Si se repitiesg ¢l mues-
treo y en cada ocasion se calculase (), — 72), resultaria una distribucion del
estimador. ;Cuales son las propiedades de esta distribucion muestral? Se puede
demostrar que la distribucion de la suma o la diferencia entre dos medias
muestrales normales ¢ independientes. es normal, v en el caso de la diferencia.
con media (py — pa).

LLa desviacion estandar para esta distribucion muestral es

2 2
/(r, a3
O’(,\:x“.\":) - \ T

Hy

n,

en donde o7 v o> son las varianzas poblacionales v n. n: los tamanos de
muestra respectivos. La distribucion muestral se ilustra en la figura 8.8.

Un resumen de lo anterior se presenta en el siguiente cuadro.

Estimacion puntual de (u; — u2)
Estimador: (¥, — ¥,).

n, n

Cota para el error: 20 _;.,

2

o 2 2 . o
Nota: Si o], 03 son desconocidas, pero n;, n; son mayores o iguales que 30,
ey 2 2 2 2
se pueden utilizar s, s; en lugar de oj, 03.

Se ilustra el uso de este procedimiento con un ejemplo.

Ejemplo 8.4 Una comparacién del desgaste de dos tipos distintos de neumaticos para
automévil, se hizo rodando n; = n, = 100 neumaticos de cada tipo. El
numero de kilémetros-vida de cada neumatico se anotd, en donde km-vida
fue definido como el kilometraje andado antes de que el neumatico quedase
en un estado determinado de desgaste. Los resultados de la prueba fueron los
siguientes:
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NEU \nn( o | NEUMATICO 2
\_'I = 26,400 km v, = 25,100 km
= 1,960,000

s7 = 1,440,000 s

Estime (u; — ), la diferencia en km-vida medios, y obtenga la cota para el
error de estimacion.

Solucion  El estimador puntual de (u;, — w,) es
(y, = ¥,) = 26,400 — 25,100 = 1,300 km

Se tiene entonces,

\/ 2
i-5p T = ——
1 2 n

\/ 1,440,000 1,960,000
+
100 100

Se esperara que el error de estimacion sea menor que 2(184) = 368 km-vida.
Si el estimador de la diferencia en km-vida medios es 1,300 y el error de
estimacion es menor que 368 (con una alta probabiiidad), parece razonable
concluir que hay una diferencia sustancia! entre las medias de km-vida de= los
dos tipos de neumaticos. De hecho, el neumatico | es el que se muestra
superior al 2 en cuanto a desgaste por rodamiento.

= V34,000 =~ 184 kn.

Siguiendo el prodedimiento de la seccién 8.7, se puede construir un inter-
valo de confianza con coeficiente de confianza (I — «) para (u; — ua).

Un intervalo de confianza del (1 — «) 1009 para (u, — M2).

= ¥) =z, \/—+—

Nota' Si n;, n; son mayores o lguales que 30, se pueden utilizar s° s en lugar
2
de 01 s 02.

Establezca un intervalo de confianza para la diferencia de los km-vida medios
al problema descrito en el ejemplo 8.4. Utilice un coeficiente de confianza del
.99.

Solucion El intervalo de confianza es

2 2
Gy— ) 22584/t 22
n, n,

Substituyendo:los resultados. del ejercicio 8.4 el intervalo resultante es
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1,300 +

8 Inferencia estadistica con muestras grandes

2.58(184)

En otras palabras, LIC = 825, LSC = 1,775 y la diferencia de km-vida
medios se estima que se encuentra entre estos dos limites con una confiabili-
dad del .99. Note que este intervalo es mas grande que el de 207 - 1,)
utilizado en el ejemplo 8.4, ya que en éste se ha .escogido un coeficiente de

confianza mayor.

Ejercicios

8.9. Un nuevo reglamento sobre la emision maxima
de ruido permisible en camiones y autobuses de mas
de cinco tons en trafico interestatal, limita el namero
de decibeles a 90. medidos a 15 metros, en zonas con
velocidad maxima superior a 60 km/h. En zonas de
menor velocidad, el numero de decibeles tolerado es
mencr. Con el propésito de estudiar si durante la
instrumentacion del nuevo reglamento se tehdra que
enfatizar mas cl control entre el gremio de transpor-
tistas cargueros o el de companias de autobuses, se
condujo un experimento consistente en la observa-
cion, a 15 metros, del ruido emitido por 50 camiones
y 50 autobuses en zonas de velocidad maxima su-
perior a 60 km/h. lﬂ‘g media muestral del niumero de
decibeles y la desviacion estandar muestral para ios
camiones fueron 91.5\y 5.2 respectivamente, y para
los autobuses 88.6 y 3.8. Encuentre un intervalo de
.confianza del 95% para la diferencia entre las emi-
siones mcdias de ruido de camiones y de autobuses
en las circupstancias descritas.

8.10. Casi todas las escuelas de posgrado requieren
de la aprobaciéon de un examen de admision que
mide tanto la habilidad verbal como la quantitativa
de los candidatos. Suponga que uno de estos exa-
menes, con escala 0-800, se utiliza para comparar a
los estudiantes ya admitidos en dos escuelas distintas.
Se seleccionan dos muestras aleatorias consistentes en
75 calificaciones correspondientes a 75 estudiantes de
cada una de las escuelas. Los promedios muestrales y

8.10

desviaciones estandar calculados son:
esquela I: y, = 525 s, =52
escuela 2: y, = 565‘ —ﬂO

Estime la diferencia entre la calmcacuon media de los
estudiantes de cada una de las escuelas y dé la cota
para el error de estimacidn.

8.11. Las legislaciones en torno a la proteccion al
consumidor, entre otras cosas, han ocasionado que
las empresas de manufactura se preocupen mas por
la aceptaciéon de sus productos en el mercado. Una
empresa, con dos productos en su linea, quiere esti-
mar la diferencia entre ¢l nimero de quejas ocurridas
cada mes durante cuatro afios (48 meses), que para
cada productos arrojan los siguientes resultados:

PRODUCTO | PRODUCTO 2
y, = 17.2 y, = 25.1
= 4.6 s, =53

1 2

Encuentre un intervalo de confianza del 909 para la
diferencia entre el nimero medio de quejas sobre los
dos productos (suponga que las quejas sobre cada
producto se pueden considerar como muestras alea-
torias independientes).

Estimacion del parametro de

una poblacion binomial

Como se ha hecho notar, el objetivo de muchas encuestas es la estimacién de
la proporcién de personas u dbjetos que poseen un atributo particular. Una
muestra de esta naturaleza es un ejemplo practico del experimento binomial
discutido en el capitulo 6. La estimacién de la proporcnén de las ventas que
pueden esperarse al establecer contacto con un gran nimero de clientes es un
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ejemplo de un problema practico que requiere la estimacién de un parametro
binomial p. )

El mejor estimador de un parametro binomial p es, de nuevo, aquel que se
hubiera escogido intuitivamente. Esto es, el estimador‘de p, que se denotara
por el simbolo p, es el nimero total de éxitos y, dividido entre el ntiimero tota]
de ensayos, n, es decir:

5=
en donde y es el niimero de éxitos en n ensayos. (Nota: el tilde (°) sobre el
parametro es el simbolo que se usa para denotar el estimador del parametro.)
Cuando se dice que p es el “mejor” estimador significa que p es insesgado y que
su varianza es menor que la de cualquier otro posible estimador insesgado.

Como se sefiald en la seccion 8.8, debido al teorema central del limite, el
estimador p posee una distribucion muestral que se aproxima, para n grande,
de manera adecuada a la distribucién normal. Resulta que p es insesgado para
la proporcidn de la poblacion p y su desviacién estandar esta dada por

[ pa
Oﬁ_ —
n

donde p es la proporcién desconocida de la poblacion, g = (1 — p), y n es el
tamano de muestra. Entonces de acuerdo a la seccion 8.8 se da en el siguiente
cuadro el procedimiento para la estimacion puntual de p.

Estimacién puntual para p

)!
Estimador: p=—.
n
pq
Cota del error: 20,=24 —
n

A continuacion se presenta el intervalo de confianza con base en muestras
grandes con coeficiente de confianza (I — a).

Intervalo de confianza para p del (1 — «)100%
Bt za2y| 2
) n

Se considera que el tamafio de muestra es grande cuando se puede suponer
que la distribucién de p se aproxima adecuadamente a la distribucién normal.
Estas condiciones fueron discutidas en la seccién 7.5.

La tnica dificultad que se encuentra en el procedimiento es el cilculo de
o que requiere usar p y ¢ = (I — p) que son desconocidos, Como se vera se
habra de substituir 5 en lugar del pardmetro p en la formula para o 5. Cuando
n es grande, el error que se comete por esta substitucién es bastante pequefio.
En realidad la desviacién estindar\/pg/n_cambia s6lo ligeramente cuando p
varia. Este hecho puede. ser observado en la tabla 8.2 en donde se exhibe
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Tabla 8.2 Algunos valores de\/;q_

8 Inferencia estadistica con muestras grandes

p T Vg

.50
49
.46
.40
30

RII NV

—

\/ pq para diversos valores de p. Notese que\/ pg cambia muy poco cuando
p cambia, especialmente cuando p es cercano a .5.

Ejemplo 8.6

Una muestra aleatoria de n = 100 electores en ura comunidad produjo

y = 59 electores en favor del candidato A. Estime la fracciéon de electores a
favor del candidato A y determine una cota para el error de estimacion.

Solucion El estimador puntual de p es
y 59
h=—=—-=.59
P n 100
y la cota para el error de estimacion es:
| [ (59)(.41)
20’3:2\/*:_ —_— =
n 100
El intervalo de confianza del 95% para p es
p=1.96 L .59 = 1.96(.049)
n

Entonces se estima que el intervalo de .494 a .686 contiene a p con un

coeficiente de confianza del .95.

Ejercicios

8.12. Una liga nacional de sindicatos obreros nece-
sita estimar la proporcion de obreros no sindicaliza-
dos que estarian a favor de una huelga nacional. Se-
senta de 200 obreros entrevistados en centros labo-
rales no sindicalizados se encontraron a favor de la
huelga. Estime la proporcién de obreros no sindicali-
zados que estan a favor de la huelga y determine una
cota para el error de estimacion.

8.13. Generalmente los estudios de factibilidad de
proyectos requieren de una medida de la demanda
para determinar la redituabilidad potencial de un
bien o servicio. En un estudio-para determinar Ja‘:

factibilidad de aumentar la programacion de televi-
sién con apoyo gubernamental, un investigador en-
contré que 76 de 180 viviendas con televisor seleccio-
nadas totalmente al azar ven programas con apoyo
gubernamental al menos dos horas a la semana. En-
cuentre usted un intervalo de confianza del 90% para
la proporciéon p de viviendas con televisor que ven
“al menos 2 horas a la semana de programas patro-
cinados por el gobierno. v

"8.14. En los Estados Unidos, en 1975, apareci6 en

diversos periddicos el siguiente articulo:
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Casi 309 de los norteamericanos no conocen la
importancia histérica de 1776

(Casi a punto de celebrarse el aniversario encontro que solamente 396 de los entrevistados
200, casi 3 de 10 norteamericanos son incapaces resultaron capaces de idéntificar a 1776 como el
de decir qué evento historico ocurrié en 1776. afio en el que Estados Unidos declard su inde-
En una muestra aleatoria de 550 personas se pendencia de la Gran Bretana.

Con base en esta informacién estime la proporcion | de Sao Paulo que consideran la contaminacion del
de norteamericanos que pueden identificar la impor- | aire como un problema serio.
tancia de 1776 y determine una cota para el error de | g |¢.

' ) Una encuesta mostré que el 20% de una
estimacion.

muestra aleatoria de 7 = 500 consumidores en una
8.15. En una encuesta reciente de la agencia Gallup | ciudad dada piensan adquirir automoviles nuevos en
se observé que en una muestra de 1,200 residentes de | ¢l proximo afio. Encuentre un intervalo de confjanza
la ciudad de Sao Paulo, Brazil, el 82% de los entre- | del 90% para la proporcion p de habitantes de la
vistados consideran la contaminacion de la atmoésfera | ciudad que planean adquirir un auto nuevo el afio
como un “serio problema.” Encuentre el intervalo de | proximo.

confianza del 959 para la proporcion de la poblacion

8.11 Estimacion de la diferencia
entre 2 proporciones

El cuarto, y Gltimo problema de estimacion que se considera en este capitulo
es la estimacion de la diferencia entre los parametros de dos poblaciones
binomiales. Supdngase que las poblaciones 1 y 2 poseen parametros p; v p,
respectivamente y que se toman muestras aleatorias independientes de n; y n,
ensayos respectivamente y se calculan estimaciones p, y p,.
Se noto ya en la seccion 8.10 que la proporcion muestral,
L ¥
p=—
n

de una muestra aleatoria de »n elementos de una poblacion binomial, posee una
distribucion muestral que es aproximadamente normal cuando n es grande.
Como consecuencia del teorema central de limite entonces, al igual que en el
caso de la diferencia de dos medias muestrales, la diferencia en las proporciones
muestrales

(ﬁl - 132)
sigue una distribucién muestral que es aproximadamente normal cuando am-
bos n, y n; son grandes. Ademas se establece aqui, sin demostracién, que el

estimador (p; — pa) es un estirnador insesgado de la diferencia (p, — p,) de las
proporciones de la poblacion y posee una desviacion estindar dada por

_ P4, P29,
O n + n
. 1 2
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Ejemplo 8.7

8 Inferencia estadistica con muestras grandes

donde p, y p; son las proporciones en las dos poblaciones, g1 = (1 — py), g, =

(L—p2), y m y n, los tamafios de muestra seleccionada en cada una de las

dos poblaciones. .
Usando el procedimiento de la seccion 8.8 se presenta a continuacion el
estimador para (p; — p,).

Estimacion puntual de (p, — p,)
Estimador: (P, — p,)

pP,q P>q
Cota del error: 20,5, = 2 \/_: 4 292

n, n,

Nota: los estimadores p, y p, son usados en lugar de p, y p, para obtener
la cota del error de estimacion.

El intervalo de confianza del (I — &) para usarse cuando ny y ny son
ambos grandes se exhibe en el siguiente cuadro. .

Intervalo de confianza del (1 — «)100%, para (p; — p,)

. . P4, DP,4,
(P, — P,y) £ Zaj2 | — +

h, n,

Un fabricante de insecticidas en presentacion aerosol desea comparar dos
productos nuevos, 1 y 2. Se emplean en el experimento dos cuartos del
mismo tamafio, cada uno con 1000 moscas. En uno se rocia el insecticida | y
en el otro se rocia el insecticida 2 en igual cantidad. Se obtienen totales de
825y 760 moscas muertas por accidn de los insecticidas | y 2 respectiva-
mente. Estime la diferencia de la proporcion de éxitos para los dos insecti-
cidas cuando se usan en condiciones similares a las probadas.

Soluciéon  El estimador puntual de (p; — p2) €s
(P, — p,) = .825 — .760 = .065
La cota para el error de estimacion es de

.825)(.175 .76)(.24
2\/p.q.+p2q2z2\/( C175) (7624
n, n, 1000 1000

El intervalo de confianza del 95% es

p.q, +quz

(P, — P,) + 1.96 \/

por lo que el intervalo resultante es
T .065 £ .035

Por lo tanto se estima que la diferencia (p, — p,) de proporciones de
€xito esta entre .030 y .100. Esto e, se estima’que;p; éxcede a p,: por al

n, n,
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menos .030 v a lo mas por .100. Se puede tener buena confianza en esta
“estimacion, puesto que, como se ha visto, si se repitiera el mismo procedi-

miento de muestreo una y otra vez y para cada vez se determinara el inter-

valo de confianza, aproximadamente 95% de los intervalos contendrian la

cantidad (p, — p,).

Ejercicios

8.17. En una encuesta realizada entre los accionistas
de una compaiiia 300 de S00 hombres estuvieron a
favor de lanzar una nueva linea de pfoductos. mien-
tras 64 de 100 mujeres apoyaron el proyecto. Estime
la diferencia de las proporciones de personas que
favorecen la decision y determine una cota para el
error de estimacion.

8.18. la toma de decisiones participativa ha sido
una esirategia administrativa que se ha adoptado
como un medio para mejorar la eficiencia y la parti-
cipacién de los individuos en las organizaciones. Se
entrevisto a dos grupos de empleados, los cuales di-
fieren substancialmente en el nivel de participacién
permitida por el patron, y se les preguntd si estaban
o no satisfechos con su empleo actual. De 110 em-
pleados de un grupo en €l cual se ha fomentado la
participacion del empleado, 77 afirmaron que estaban
satisfechos con sus empleos. En tanto 52.de 125 em-
pleados, de un grupo en el que no se permite la par-
ticipacion del empleado, afirmaron que estaban satis-
fechos con su empleo.

a. Estime la diferencia en la proporcion de emplea-

8.12

dos satisfechos con sus trabajos, y determine una cota
para el error de estimacion.

b. Encuentre un intervalo de confianza del 90%
para la diferencia de la proporcién de empleados
satisfechos con su trabajo.

8.19. Tomeskiy Lazarus (1974) reportan acerca del
uso de los sistemas de informacién computarizados
para el manejo de registros de personal en ios go-
biernos estatales y locales en los Estudios Unidos.*
Suponga que en un estudio similar se tiene que 33 de
40 gobiernos de ciudades seleccionadas usan sistemas
de informaciéon computarizados para el manejo de
sus registros de personal, mientras 25 de 32 gobiernos
estatales usan esos sistemas. Estime la diferencia en
las proporciones de gobiernos de las ciudades y go-
biernos estatales en los Estados Unidos que usan sis-
temas de informacion coniputarizados para los regis-
tros de personal. Use un intervalo de confianza del
95%.

*Tomeski y Lazarus, “Computerized Information Systems
in Personnel™ Academy of Management Journal, marso
de 1974.

Seleccion del tamafio de muestra

El disefio de un experimento es esencialmente un plan para conseguir cierta
cantidad de informacion. Esta informacién, como cualquier otro bien o servicio
puede ser adquirida a precios que varian dependiendo de la forma en que sean
obtenidos los datos. Algunas de las observaciones contienen una gran cantidad
de informacién acerca de los parametros de interés, otras pueden proporcionar
escasa o nula informacién. Puesto que el producto directo de la investigacion
es la informacion, ésta debe ser adquirida al menor costo posible.

El procedimiento de muestreo o el disefio experimental, como se le llama
comunmente, influye en la cantidad de informacién por observacién. Este,
junto con el tamafio de la-muestra n, determina la cantidad total de informa-
cion relevante en la muestra. Salvo en contadas ocasiones, en este libro se
tratara con la mas simple de las situaciones de muestreo, muestreo aleatorio
simple, o totalmente al azar, de una poblacion relativamente grande, asi que la
atencion serd enfocada solamente a la seleccién del tamaiio de muestra.’
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8§ Inferencia estadistica con muestras grandes

_Poco es lo que puede avanzarse en la planeacion de un experimento antes
deenfrentarse al problema de determinar el tamafio de la muestra. Mas atin
quiza la pregunta que los estadisticos oyen-mas a menudo es, jcuantas obser-
vaciones deben ser incluidas en la muestra? -Por desgracia el estadistico no
puede responder a esta pregunta sin saber antes cuanta informacion el experi-
mentador desea adquirir. Lo que es seguro es que la cantidad de infermacion
total en la muestra afectard la bondad del método de inferencia a utilizar y
debe ser especificada por el experiraentador. En lo que sc refiere especifica-
mente al problema de estimacion, la precisidon deseada puede ser determinada al
fijar una cota para el error de estimacion.

Por ejemplo, suponga que se desea estimar el rendimiento diario pro-
medio u de un producto quimico (ver ejemplo 8.1) y se desea que el error de
estimacion sea menor que 4 tons, con una probabilidad de .95. Puesto que
aproximadamente 95% de las medidas muestrales caeran dentro de 20; de
distancia de u al repetir el procedimiento de muestreo una y otra vez, lo que se
esta pidiendo es 207 = 4 (ver figura 8.9). Entonces

20§:4 (6] —— =

y resolviendo para »n sc tiene:

Este es el tamano de muestra minimo tal que ei error de estimaciéon serad menor
que 2g; con probabilidad de .95.

Como se habra notado no es posible encontrar un valor nimerico para n
a menos que la desviacion estandar de la poblacion o sea conocida. Y esto es
precisamente lo que era de esperarse puesto que la variabilidad de la media
muestral v depende de la variabilidad de la poblacion de la cual la muestra fue
tomada. A falta del valor exacto de o, se debera usar la mejor aproximacion
disponible. Este puede ser el estimador s obtenido de una encuesta previa o
puede usarse el conocimiento de la amplitud en la cual las observaciones caen.
Puesto que la amplitud es aproximadamente de 40 (la regla empirica), un
cuarto de la amplitud proporciona un valor aproximado para o. Para este

|

o

~—20y—+{—20;—

~ 'Figura-8.9:¢ Distriblicion:aproximada de:-¥pard, muéstrasigrandes vy 1.
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ejemplo se usan los resultados del ejemplo 8.1 que proporcionan una estima-
cidon bastante precisa de o, s = 21. Entonces:

o2 (21

4
Sien este caso se usa un tamano de muestra n = LIl se estara razonablemente
seguro (con probabilidad aproximada de .95) de que el estimador caera dentro
de 207 = 4 tons de distancia de u, el verdadero rendimiento promedio diario.

De hecho se espera que el error de estimacion sea menor que 4 tons. De
acuerdo a la regla empirica se tiene una probabilidad aproximada de .€8 de
que el error de estimacion sea menor que oy = 2 tons. Debe notarse que las
probabilidades de .68 y .95 son aproximadas puesto que ¢ fue substituido por
s. Aunque este método para seleccionar el tamafio de muestra es s6lo aproxi-
mado para una precision deseada en la estimacion, es el mejor disponible, y
resulta por supuesto mejor que seleccionar el tamaiio de muestra basandose
solamente en la intuicion.

El método para seleccionar el tamafio de muestra para todos los procedi-
mientos de estimacion con muestras grandes discutidos en las secciones an-
teriores es muy similar a como se describe anteriormente. El experimentador
debe especificar una cota para el error de estimacién y un coeficiente de
confianza asociado (I — «). '

= 110.25 = 111

Procedimiento para seleccionar el tamano de muestra
Sea 6 (la letra griega theta) el pardmetro que se desea estimar y sca ogla
desviacion estandar del estimador puntual para 6. El procedimiento es:

1. Escoja B, la cota para el error de estimacién y un coeficiente de confianza
(1 — ).
2. Resuelva la ecuacion siguiente para obtener el tamano de muestra n:

Za/2 (J'é:B

Nota: Para la mayoria de los estimadores (todos los que se usan en este
texto) o es una funcion del tamario de la muestra n.

Las ideas anteriores se ilustran ahora con dos ejemplos.

Uno de los mayores problemas que enfrentan las organizaciones que depen-
den de la informacién de los consumidores para disefiar sus politicas es la
dificultad de seteccionar consumidores que respondan al cuestionario de la en-
cuesta. Chervany y Heinlen reportan su experiencia con encuestas piloto para
determinar tasas de respuesta para diferentes versiones de un cuestionario.*
Suponga que un ejecutive de la organizacion desea estimar la tasa de
respuesta para un cuestionario recientemente disefiado y quiere basar su
estimacion en la tasa de respuesta obtenida en una encuesta piloto. ;Cuantos

*N. L. Chervany and J. §. Hcinlen, ZThe Structure.of.a Student¥{FBiECS Gourse.Flecision
Sciences, enero de 1975.
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consumidores deben seleccionarse en la encuesta piloto si el ejecutivo desea
estimar. g, la tasa de respuesta, con una probabilidad de .90 de que el error de
estimacion sea menor que .06? Suponga que se espera que p esté cercano a .6.

Solucién Puesto que el coeficiente de confianza es (I = a) = .90, o debe ser
igual a .10 y a/2 = .05. El valor de z4/2 que corresponde a una area de .05
en la cola superior de la distribucidon normal estandar es Zo/2 = 1.645. Se
requiere entonces

1.6450,= .06 o  1.645 1/ 22 = 06

n
Puesto que la variabilidad de /5 depende de p, que es desconocida, se debe
usar el valor de .6 predicho por el ejecutivo como una aproximacion.

Entonces
.6)(.4
n

resolviendo para n se tiene

1.645
V'n = —06—\/(.6)(.4)~ 13.43

n ~ 180.4 ~ 18]

Es decir la encuesta piloto debe incluir 181 consumidores.

Un experimentador desea comparar la efectividad de dos métodos de entre-
namiento industrial para obreros que han de llevar a cabo una operacion
especial en una planta armadora. Los empleados seleccionados se dividen en
dos grupos. El primer grupo recibe el método 1, el segundo el método 2.
Cada uno realizara la operacion de armado y se registra el tiempo que emplea
en realizar la operacion. Se espera que las observaciones en ambos grupos
tengan un rango de 8 minutos. Si se desea que el estimador de la diferencia
en tiempo medio de armado sea correcta hasta por un minuto, con probabili-
dad aproximada de .95, jcuantos trabajadores han de incluirse en cada grupo?

Solucién Igualando 20(5,-5,) a un minuto, se tiene
2 2
g g
1 2
2y\[—+—=1"
n, n
Puesto que se desea n, igual a n,, sea ny = n, = n para obtener la ecuacién:

o2 o
1 2 _

n n

2

Se espera que la variabilidad de cada método de armado sea la misma, y
entonces o; = o, = 0. Puesto que la amplitud es igual a 8 minutos que es
aproximadamente igual a 40, entonces-se tiene
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40 = 8
o =12

al substituir este valor para o, y 02 se obtiene

2

)2 ()
+
n n

=

Vin=2V8

o n = 32. Cada grupo debe contener n = 32 empleados.

Ejercicios

8.20. Los productos defectuosos resultan costosos
para el fabricante en términos de costo por reemplazo
y en términos de deterioro de la imagen del producto
ante el publico consumidor. Un fabricante de toca-
cintas portatiles confia en que a lo mas 10% de los
productos fabricados por su empresa resultan defec-
tuosos. Si se desea estimar la proporcion actual de
tocacinias defectuosos dentro de un .03, jcuantos
tocacintas deben ser seleccionados en la muestra?

8.21. El mantenimiento de cuentas de crédito puede
resultar demasiado costoso si el promedio de compra
por cuenta baja de cierto nivel. El gerente de un
almacén desea estimar el promedio de cantidad com-
prada por mes por sus clientes que usan cuenta de
crédito, con un error de no mas de $2.50 con una
probabilidad aproximada de .95. ;Cuantas cuentas
deben ser seleccionadas del archivo de la compaiiia
si se sabe que la desviacion estandar de los balances
mensuales de las cuentas de crédito es de $7.50?

8.22. Para poder negociar competitivamente los de-
rechos de explotacion de una zona forestal, una com-
pafiia maderera necesita conocer ¢l didmetro prome-

8.13

dio de los arboles en la zona con yna precision de
menos de 2 pulgadas, con una probabilidad dc .90.
.De qué tamafio debe ser la muestra de arboles se-
leccionados para estimar el diametro promedio. si se
sabe que los diametros de madera utilizable en la
zona varian de 10 a 38 pulgadas’

8.23. (Es el costo de operaciéon de los autos sub-
compactos notablemente menor que el de los autos

‘compactos? De acuerdo a un-articulo enel U.S. News

and World Repori,* la respuesta ¢s no necesaria-
mente. Para investigar este tema una agencia privada
desea estimar la diferencia en el costo promedio de
operacion por milla entre sub-compactos y compac-
tos con una precision de menos de 1 centavo por
milla, con probabilidad aproximada de .95. Si se sabe
por experiencia que la desviacion estandar de los
costos de operacion es de 3 centavos, ;cuantos autos
han de considerarse en cada grupo si se desea usar
el mismo namero de autos en cada grupo?

*“How much Does Car Ownership Really Cost?™ U.S.
News and World Report. noviembre de 1975.

Prueba estadistica de una hipotesis

El razonamiento basico empleado en la prueba estadistica de una hipotesis ha
sido bosquejado en la seccion 6.8 al discutir una prueba de la efectividad de
una vacuna contra el resfriado. En esta seccion se hara una condensacion de
los puntos basicos involucrados en el problema y se sugiere repasar la.seccion
6.8 para recordar’la presentacion intuitiva del tema.
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Partes_de una prueba estadistica

El objetivo de una prueba estadistica es probar una hipdtesis acerca-de uno o
mas parametros de una poblacion. En una prueba estadistica se encuentran
involucrados los siguientes cuatro elementos:

.

Hipotesis nula.
Hipotesis alternativa.
Estadistica de prueba.
Region de rechazo.

B

Al especificar estos cuatro elementos queda definida una prueba en par-
ticular; y al cambiar una o mas de estas partes se produce una prueba diferente.

La relacion entre las hip6tesis nula y alternativa se discutio en la seccion
6.9. La hipotesis alternativa o hipdtesis de investigacion as aquella que el in-
vestigador desea apovar. La hipdtesis nula es la contradiccion de la hipotesis
alternativa; esto es, si la hipotesis nula es falsa, la hipdtesis de investigacion
(alternativa) debe ser cierta. Por las razones que se veran adelante, es mas facil
mostrar apoyo de la hip6tesis de investigacion al presentar evidencia (datos
muestrales) indicando que la hipdtesis nula es falsa. Esto es, se busca evidencia
en favor de la hipotesis de investigacion mediante el uso de un método que
resulta similar a una demostracion por contradiccion.

Aungue se desea obtener evidencia que apoye a la hipotesis alternativa
(que se denotara por el simbolo H,), es la hipétesis nuia (denotada por el
simbolo Ho) la hipédtesis que sera probada. Entonces H, especifica los valores
de la hipotesis para uno o mas parametros de la poblacion. Por ejemplo se
puede estar interesado en probar la hipotesis nula de que la media de una
poblacién es igual a 50, con la esperanza de mostrar que en realidad ésta
excede a 50. O puede estarse interesado en probar la hipotesis nula de que las
medias de dos poblaciones, u; y u», son iguales, esperando demostrar que en
realidad, por ejemplo, u; €s mavor que w».

La decision de aceptar o rechazar la hipoétesis nula se basa en la infor-
macion contenida en la muestra tomada de la poblacion de interés. Los valores
muestrales se usan para calcular un numero que corresponde a un punto en la
linea, el cual funciona como variable de decision. A esta variable de decision
se le llama estadistica de prueba. El conjunto de todos los posibles valores que
la estadistica de prueba puede tomar se divide en dos conjuntos, o regiones,
uno que corresponde a la region de rechazo y el otro que corresponde a la
region de aceptacion. Si la estadistica de prueba, al ser calculada a partir de
una muestra en particular, toma un valor que se encuentra en la region de
rechazo, entonces se rechaza la hipétesis nula y la hipétesis alternativa o de
investigacion es aceptada. Si la estadistica de prueba toma un valor en la region
de acéptacion, entonces se acepta la hipotesis nula o bien se considera que no
hubo evidencia para rechazarla. Adelante se explican las circunstancias que
conducen a esta ultima decision.

El ‘procedimiento de decision antes. descnto esta sujeto- a dos tipos de
error. Estos -errores son inherentes.a todo;prqblcma de.decision en donde-se
tengan dos seleccnones posibles. Puede rechazarse la hlpétCSls nula Ho cuando
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en realidad es verdadera o puede aceptarse Hy cuando es falsa y alguna alterna-
tivaTcierta. Estos errores se conocen con el nombre de error tlpo I'y error tipo
IT respectivamente.

Definicion
Un error tipo I en una prueba estadistica es el error que se comete al rechazar
la hipétesis nula cuando ésta es cierta. La probabilidad de cometer el error
tipo I se denota por el simbolo a. :

Un error tipo Il en una prueba cstadistica es el error que se comete al no
rechazar la hipétesis nula cuando ésta es falsa. La probabilidad de cometer el
error tipo 1l se denota por el simbolo .

Las dos posibilidades para la hipdtesis nula, esto es ser falsa o verdadera,
junto con las dos posibles decisiones del experimentador se presentan en la
tabla de doble entrada, tabla 8.3. La ocurrencia de los errores tipo I y tipo 11
sc senala en la tabla.

Tabla 8.3  Tuabla de decision

HIPOTESIS NULA

DECISION CIERTA FALSA
Rechazar H, error tipo | decision correcta
Aceptar H, decision correcta error tipo Il

La bondad de una prueba estadistica de hipdtesis se evalaa mediante las
probabilidades de cometer los errores tipo I y tipo II, que se denotan por los
simbolos « y B respectivamente. Estas probabilidades, calculadas para las
pruebas estadisticas elementales que se presentaron en el capitulo 6, ilustran la
relacién basica entre «, B8 y el tamafio de muestra n. Puesto que « es la
probabilidad de que la estadistica de prueba caiga en la region critica (region
de rechazo), suponiendo cierta Ho, un incremento en el tamafio de la region
critica aumenta «, y simultaneamente dxsmmuye B, para un tamafio de mues-
tra fijo. El reducir el tamafio de la regién critica disminuye « y aumenta B. Si
se aumenta el tamafio de muestra entonces, se tiene més informacién en la cual
basar la decision y ambas a y 8 decreceran.

La probabilidad 8, de cometer el error de tipo 11, varia dependiendo del
verdadero valor del parametro de la poblacién. Por ejemplo suponga que se
desea probar la hipétesis nula de que el parametro binomial p es igual a po = .4
(se usa un subindice 0 para indicar el valor del parametro especificado por Ho).
Suponiendo que Hj es falsa y que p es en realidad igual a un valor alternativo,
digamos p,. {Qué valor alternativo sera detectado mas facilmente Pa = .4001 6
pa = 1.0? Por supuesto si p es en realidad igual a 1.0, cada ensayo sera un exito
y los resultados muestrales produciran una fuerte evidencia en apoyo del re-
chazo de Hy:po = .4. Por otra parte, p, = .4001 esta tan cercano a po = .4 que
,ser4 extremadamente dificil detectar p, a menos de que se tenga una muestra
‘muy grande. En otras palabras, la probabilidad 8 de aceptar Ho varia depcn-
“diendo de la (diferencia_entre el verdadero valor dé p y el.valor de la hipétesis
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nula pe:.La-grafica de la probabilidad B de error de tipo Il como funcién del
valor verdadero del parametro se llama curva caracteristica de operacion para
la prueba estadistica. Notese que las curvas caracteristicas de operacién para el
problema de muestreo de aceptaciéon en el capitulo 6 eran graficas que ex-
presaban 3 en funcién de p.

Puesto que la region de rechazo se especifica y se mantiene constante para
una prueba dada, o también permanece constante y, cOmo en el ejemplo de
muestreo de aceptacion, la curva caracteristica de operacion describe las carac-
teristicas de la prueba estadistica. Un aumento c¢n el tamaiio de la muestra, n,
reduce 3 para todo valor del pardmetro a probar. Entonces se tiene una curva
caracteristica de operacién para cada tamafio de muestra. Esta propiedad de la
curva caracteristica de operacion se ilustré en los ejercicios del capitulo 6.

Idealmente se tendran algunos valores & y 8 que midan los riesgos de los
respectivos errores que el experimentador esta dispuesto a tolerar. También se
tendra en mente alguna desviacion del valor de la hipdtesis Ho, que sc considera
de importancia practica y que se desea encontrar. La region de rechazo para
la prueba se encontrara de acuerdo al valor «. Finalmente se selecciona un
tamnafo de muestra n para alcanzar un valor aceptable para 8 para la magnitud
de desviacion que se desea detectar. Esto puede hacerse mediante el uso de las
curvas caracteristicas de operacion para distintos tamafios de muestra para la
prueba scleccionada.

En la practica, por lo cornun g es desconocido, ya sea porque nunca sc.
calculd antes de realizar la prueba o porque puede resultar extremadamente
dificil de calcular para la prueba. Entonces, en lugar de aceptar la hipotesis
nula cuando la estadistica de prueba cae en la region de aceptaeion debe de
reservarse la decision. Esto es, no debe aceptarse la hipotesis nula, a menos que
se conozca el riesgo (medido por B) de tomar la decision incorrecta. Notese que
esta situacion de “no conclusién™ no se presenta cuando la estadistica de
prueba cae en la region de rechazo. En este caso la hipotesis nula puede re-
chazarse (y la alternativa aceptarse) puesto que se conoce el valor de «, la
probabilidad de rechazar la hipétesis nula cuando es cierta. El hecho de que 8
es a menudo desconocido explica el porqué se pretende apoyar la hipotesis
alternativa por medio de un rechazo de la hipdtesis nula. Cuando se toma esta
decision, la probabilidad « de que la decision sea incorrecta es conocida.

Se vera en el texto como la hipotesis alternativa H, ayuda en la localiza-
cion de la region de rechazo.

Pruebas estadisticas con
muestras grandes

Las pruebas de hipdtesis usando muestras grandes, acerca de los parametros u,
p. (u1 — p2), ¥ (p1 — p2) se basan en estadisticas de prueba que siguen una

distribucion normal y por esta razébn pueden considerarse como una misma

prueba. Aqui,’el’ azonan}xegtqj‘inVOIucrado" en la’ prueba, se presentara en
forma iuy general; haciéiido réferencia‘al parametro ‘de‘interés 6. Puede pen-
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_s_a'rse‘, entonces, que 6 representa a u. (w1 — m2), p o (p1 — pa). La prueba
especifica para cada parametro sera ilustrada con ejemplos.

Suponga que se desea probar una hipdtesis acerca del parametro 6 y que
se tiene un estimador insesgado 6 el cual sigue una distribucion normal con
desviacion estandar o4. Si la hipotesis nula

HoIO - 0()

es cierta, entonces la distribuciéon muestral de 6 es normal con media 6o, como
se muestra en la figura 8.10.

Suponiendo que el objetivo del experimento es obtener evidencia para
mostrar que 6 es mayor que 6o, la hipdtesis alternativa es H,:6 > 6y, y se
rechazara la hipdtesis nula cuando § sea muy grande; “muy grande” significa,
por supuesto, muchas desviaciones estandar o, alejado de 6o. La region de
rechazo se muestra en la figura 8.10. El valor de € que separa la regién de
rechazo y la regiéon de aceptacion, denotado por el simbolo C, se denomina e!
valor critico de la estadistica de prueba. La probabilidad de rechazo, supo-
niendo cierta la hipotesis nula Ho, es igual al area bajo la curva normal que
queda sobre la region de rechazo. Esta drea « aparece sombreada en la figura
8.10. Si se desea a = .05, se rechaza la hipdtesis nula cuando 8 estd a mas de’
[.6450; a la derecha de 6,.

Definicion

Una prueba estadistica de una sola cola es aquella en la que la region de
rechazo se localiza en solamente un extremo de la distribucidn muestral de la
estadistica de prueba. Para detectar 8 > 6, la region de rechazo debe situarse
en la cola (extremo) superior de la distribucién de §. Para detectar § < 6, la
region de rechazo debe situarse en la cola inferior de la distribucion de 6.

Si se desea detectar discrepancias del tipo 8 es mayor que 6, 6 6 es menor
que 6o, la hipotesis alternativa es

H,:08+#86,

/TN
7 a

6o C 0
REGION DE ACEPTACION ——‘4— REGION DE RECHAZO

Figura 8.10 Distribucidn de § cuando "H, es cierta
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~2sto es
6>8, o 06<86,

En este caso Ja probabilidad a de error de tipo I se reparte por igual entre las
dos colas de la distribucién normal, obteniéndose como resuitado una prueba
estadistica de dos colas.

Definicion

Una prueba estadistica de dos colas es aquella que sitiia la region critica en
ambas colas de la distribucion muestral de la estadistica de prueba. Las
pruebas de dos colas se usan para detectar ya sea cuando 0> 6y 6 6<6,.

El calculo de B para pruebas estadisticas de una sola cola ha sido descrito
anteriormente y puede facilitarse si se considera la figura 8.11. Cuando Hq es
falsa y 6 = 0,, la estadistica de prueba 6 sigue una distribucién normal con
media €, en lugar de 6y. La distribucion de §. suponiendo 8 = f,, se ilustra en
la figura mediante una cuiva normal solida. iLa distribucion de 6 bajo Ho que
se ilustra con una curva punteada, se usa para localizar la regidon de rechazo
y ¢l valor critico C para la estadistica dc¢ prucba 6. Puesto que B es la proba-
bilidad de aceptar H, dado 6 = 6,, B es igual al area bajo la curva sélida
localizada sobre la region de aceptacion. Esta area, que aparece sombreada en
la figura, puede ser calculada utilizando los métodos descritos en el capitulo 7.

Debe notarse que todos los estimadores discutidos en la seccion precedente
satisfacen los requerimientos de la prueba que se acaba de discutir cuando cl
tamafio de muestra es grande. Esto es. ¢l tamafno-de muestra debe ser sufi-
cientemente grande para que el estimador se distribuya aproximadamente
normal de acuerdo al teorema central del limite y permita una estimacion
razonablemente buena de su desviacion estandar. Es posible ahora probar
hipotesis acerca de p, p. (u1 — #2) y (P — p2).

La mecanica del procedimiento de prueba se simplifica al usar
o 06— 90,

z ————Gé
como estadistica de prueba, como se ha notado ya en el ejemplo 7.11. Debe
notarse que z es simplemente la desviacion respecto a 6o de una variable alea-

>

00 C aa
" REGION DE ACEPTACION ->|<— REGION DE RECHAZO

Figura 8.11 Distribucidn de 8,cuando, Ho es falsa.y. 8= 6a
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tofia-normalmente distribuida, 6, expresada en unidades de dg. Entonces para
Una-prueba de dos colas con a = .05, se debe rechazar Ho cuando z > —1.96 ¢
z < —1.96, puesto que P(z < —1.96 6 z > 1.96) = .05 cuando H, es cierta.

Como ha sido establecido previamente, el método de-inferencia usado en
una situacion dada depende a menudo de la preferencia del experimentador.
Algunas personas desean expresar su inferencia como un estimador, otras pre-
fieren probar una hipétesis acerca del parametro de interés,

El siguiente ejemplo ilustra el uso de la estadistica z para probar la hipé-
tesis de que el rendimiento promedio del producto quimico es u = 880 tons
por dia contra la alternativa de que u es mayor o menor que 880 tons por dia.
llustra al mismo tiempo la cercana relacién existente entre una prueba de dos
colas y los intervalos de confianza discutidos en secciones precedentes.

Con los datos del ejemplo 8.1, pruebe la hipétesis de que el rendimiento
promedio diario del producto quimico es u = 880 tons contra la alternativa
de que ¢ es 0 mayor o menor que 880 tons por dia. La muestra basada en
n = 50 observaciones produce una 7 = 871 y s = 21 tons.

Solucion Las hipdtesis nula y alternativa son
H,: = 880 y H,:p#880 !

El estimador puntual para u es 7. Por lo tanto la estadistica de prueba es

P Rl T .\"—Lz
o, a/Vn
Usando s en lugar de o se tiene:
871 — 880
—*——21/\@ = -3.03

Para a = .05 la region de rechazo es z > 1.96 6 z < —1.96. Puesto que
el valor calculado de z, —3.03, cae en la zona de rechazo, se rechaza la hipé-
tesis que u = 880 tons y se concluye que es menor. La probabilidad de re-
chazar siendo H, cierta es o = .05. Por lo que se puede estar razonablemente
seguro de que la decisidn es correcta.

La prueba estadistica basada en una estadistica de prueba que sigue una
distribucién normal con un « dado y el intervalo de confianza del (I — a)100%
de la seccion 8.7 estan relacionadas. El intervalo (¥ = 1.960/\/n) o aproxi-
madamente (871 = 5.82) para el ejemplo 8.10 estd construido de manera tal que
en muestreo sucesivo (I — a)100% de los intervalos contenga u. Note que
w = 880 tons no cac en el intervalo, lo que haria plausible rechazar u = 880
como un valor factible y concluir entonces que el rendimiento diario promedio
es en realidad menor. _

Otra similitud entre la prueba y el intervalo de confianza de la seccién 8.7
es que la prueba es también aproximada ‘puesto que se substituye o con el

~valor.aproximado :s.tEsto es, la probabilidad a de error tipo-I seleccionada

para la prueba no es precisamente .05. Es cercana a .05, suficientemente cer-
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cana para todo propdsito practico, pero no es exacta. Lo mismo ocurre para
todo proccdnmlento estadistico puesto que es imposible que todas y cada una
de las suposiciones tedricas se cumplan exactamente.

El siguiente ejemplo ilustra el calculo de B8 para la prueba estadistica del
ejemplo 8.10.

Con referencia al ejemplo 8.10 calcule la probabilidad 8 de aceptar Hy
cuando en realidad u es igual a 870 tons.

Solucion La region de aceptacion para la prueba del ejemplo 8.10 se localiza
en el intervalo (uo = 1.9605). Si se substituyen los valores numéricos corres-
pondientes se obtiene

21
. _eh .
880 = 1.96 Vo o 874.18 a 885.82

La probabilidad de aceptar Ho dadc u = 870, es igual al area bajo la
distribucion de frecuencias de la estadistica de prueba y en el intervalo de
874.18 a $85.82. Puesto que y se distribuye normalmente con media 870 y
or = 21/\/ 50 = 2.97, B es igual al area bajo esta curva normal localizada
entre 874.18 y 885.82. Ver figura 8.12. Al calcular los valores de z corres-
pondientes a 874.18 y 885.82 se tiene:

y— B 74.18 — 870
zZy = = p— = 1.41
a/V'n 21/V'50

y— W 885.82 — 870
Z; = = = 533
o/Vn 21/V 50

Entonces

B = P(aceptar Hy cuando p = 870) = P(874.18 <y < 885.82 cuando u = 870)
= P(141 <z<5.33).

Como se observa en la figura 8.12 el area bajo la curva normal mas alla
de y = 885.82 (6 z=5.33) es casi nula. Por lo tanto

B = P(z> 1.41)

De la tabla 3 en el apéndice, se encuentra que el area entre z=0y
z = 1.41 es de .4207. Por lo tanto 8 = .5 — .4207 = .0793.

Entonces la probabilidad de aceptar Ho, dado que en realidad u = = 870,
es .0793 o aproximadamente 8 de 100.

Si se calcula u para un valor de u, mas cercano a uo = 880, la distribu-
cidén que se muestra en la figura 8.12 se desplazaria a la derecha y B
aumentaria. Por el contrario entre mayor la distancia entre ug y po, menor
sera el valor de B. Esto-es, se cometen menos errores en decidir que la media
es diferente de uo (Ho es falsa) cuando la diferencia entre uo'y u, €s grande.
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B
/ <
1 |

870° 874.18 1o = 880 885.82,

REGION DE RECHAZO —»F—Rla(;l().\' DE .~\('EP'I‘A~\('I(')‘\.'—>,

Figura 8.12  Cdlculo de B en el ejemplo 8.11

Se sabe que aproximadamente | de I fumadores prefiere la marca de
cigarillos A. Después de una campaifia publicitaria en una region, se entrevistéd
a 200 fumadores para determinar la eficiencia de la campana. El resultado de
esta muestra es que un total de 26 personas indicaron preferencia por la
marca A. ;Puede considerarse que estos datos presentan evidencia suficiente
para indicar un aumento en la aceptacion de la marca A” (Note que para

propdsitos practicos este problema es idéntico al de la margarina del ejemplo
7.10.)

Solucion  Puede suponerse que la muestra satisface los requerimientos de un
experimento binomial. La cuestion puede plantearse como la prueba de
hipotesis
Hy:p = .10 (el programa resulta ineficiente)
contra la alternativa
Ha:p > .10 (el programa es efectivo)

Se utilizara una prueba de una sola cola puesto que se desea principalmente
detectar un valor de p mayor que .10. Para este caso puede demostrarse que
la probabilidad B de error de tipo II se minimiza al situar toda la region de
rechazo en la cola superior de la distribucién de la estadistica de prueba.

El estimador de p es p = 1/n y la estadistica de prueba es

P-po  P—p,
o5 Vpeao/n

(Nota: Esta estadistica de prueba es algebraicamente équivalentc a:
y—np,
vV np,q,

la estadistica de prueba usada en el ejemplo 7.10.)
Una vez mas, se requiere de un valor de p para calcular el valor o
o5 =+/pq/nrque-aparece en el denominador de, z. Puesto que e] valor hipo-

Z =
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ético que se supone para p €s p = po pareceria razonable usar po cOmo una
aproxXimacion de p. Note que esta aproximacion difiere de la usada en el
problema de estimacién donde al no conocer .p s¢ seleccion6 p como la mejor
aproximacion. Esta aparente inconsistencia tendra poco efecto sobre la in-
ferencia, sea ésta una estimacion o una prueba, cuando n es grande.

Al escoger @ = .05, se rechaza Ho cuando z > 1.645 y al substituir los
valores numéricos en la expresion para la estadistica de prueba se tiene

p-p, _ -13-.10
Podo \/ (.10)(.90)
200

hn

zZ =

El valor calculado de z = 1.41 no cae en la region de rechazo y por lo tanto
no se rechaza He, la hipotesis de que la proporcion de fumadores que prefiere
la marca A es .10. No hay evidencia suficiente para indicar que la campafia
publicitaria ha sido efectiva y que e! porcentaje de fumadores de la marca A
ha aumentado como resultado del esfuerzo publicitario.

. Debe aceptarse H,? No, hasta que haya sido establecido un valor
alternativo de p mayor que po = .10 y que se considere de significancia
practica y el valor de 8 haya sido calculado para esa alternativa particular.
Entonces, si el valor de B8 es suficientemente pequefio, puede aceptarse Ho,
conociendo cual es el riesgo de una decision equivocada.

Los ejemplos 8.10 y &.12 tlustran un aspecto relevante. Si los datos ofrecen
suficiente evidencia para rechazar Ho la probabilidad « de una decision in-
correcta es conocido de antemano, puesto que « s¢ usa para determinar la
region de rechazo. Como « es por lo comun pequea se puede estar razonable-
mente seguro de haber hecho una decision correcta. Por otra parte, si los datos
no muestran evidencia suficiente para rechazar Ho, la conclusion no es tan
obvia. No necesariamente se sigue que p = po cuando no se rechaza la hipotesis
nula. Mas bien se concluye que la evidencia es insuficiente para indicar que p s
mayor que po. En el ejemplo 8.12, a un nivel de significancia a = .05, no se
hubiera rechazado la hipotesis para cualquier valor hipotético de p mayor que
po = .095. No hay evidencia para afirmar que p es mayor que .095, .097, .10,
.13 o cualquier otro valor mayor que .095. Sin .embargo, so6lo uno de estos
valores, p = .10, tiene relevancia en el contexto del problema. Idealmente, al
seguir el procedimiento estadistico delineado en la seccion 8.13, se tiene el valor
alternativo p, de significancia practica previamente determinado y se ha esco-
gido n de manera tal que § sea pequefio. Desafortunadamente muchos experi-
mentadores no proceden en esta forma ideal. Alguien escoge el tamafio de
muestra-y al experimentador o al estadistico se le pide que evalue la evidencia.

El calculo de B no es muy dificil para los procedimientos de prueba
estadisticos delineados en esta seccion, pero puede ser extremadamente dificil,
incluso mas alla de la capacidad del principiante, en otras situaciones. Resulta
mucho mas simple no rechazar Ho en lugar de aceptarla; después estimar p
usando un intervalo de: confianza, que.daré un.rango o conjunto de valores

factibles para p.
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Buscande reducir el gasto anual de gasolina de 350 millones de galones, el

- Servicio Postal de los Estados Unidos ha adquirido algunas vagonetas eléc-

tricas para el correo a manera experimental. Los expertos suponen que se
producird un ahorro si se usan las vagonetas eléctricas en as rutas planas y se
hace uso de aquellas horas con tarifa eléctrica reducida para recargar las
unidades. Se hace un experimento para comparar los costos de operaciéon en
el que se usan n, = 100 vagonetas de gasolina y n, = 100 vagonetas eléctricas.
El costo por milla para operar los vehiculos de gasolina es en promedio

¥ = 6.70 centavos por milla con una varianza de s* = .36 mientras que para
las vagonetas eléctricas se observd una media y una varianza del costo de
operacion por milla de y = 6.54 y s> = .40 respectivamente. ({Muestran estos
datos evidencia suficiente para indicar una diferencia significativa en el costo
promedio de operacion entre los vehiculos convencionales de gasolina y las
vagonetas eléctricas?

Solucion  Se desea probar la hipdtesis de que la diferencia (u; — w;) entre las
dos medias de la poblacion es igual a algur valor preespecificado (Do). Para
el ejemplo se usara Do = 0, esto es que no hay diferencia en ios costos pro-
medio de operacion para los dos tipos de vehiculos.

Como se recordara (¥, — 7») es un estimador insesgado para (u; — ua)
que se distribuye aproximadamente normal cuando n; y n; son grandes.
Ademas se sabe que la desviacion estandar de (3, — 1) es

——
9, a3
OG-0 = — +
n, n,
Entonces _ _
(¥, = ¥3) = D,
z =
2 2
g 03

n, n,

. s e 2 2 2 2
sirve como estadistica de prueba cuando o} y 03 se conocen o s y s, dan una
. ., 2 2
buena estimacién para o) y o; (esto es cuando n; y n; son mayores que 30).
Para este ejemplo, se tiene

Horp.,.—p.2=D0=0
H:p, —p,#0

Al substituir los valores numéricos en la expresiéon para la estadistica de

prueba se obtiene
6.70 — 6.54
ZzZ = =~ 1.83
.36 .40

—_— + —_—
100 100

~y usando una prueba de dos colas con « = .05 se rechaza H, cuando z > 1.96

0 z < —1.96. Puesto que z no cae en la region de rechazo no se rechaza la
hipotesis nula. . .

Nétese, sin embargo, que si se hubiera escogido a = .10 la region de
rechazo hubiera sido z > 1.645 0 z < —1.645 y la hipétesis nula se hubiera
rechazado.
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La decision de aceptar o rechazar depende del riesgo que se desea tolerar.
En-el ejemplo 8.13 si se escoge o = .05, la hipétesis nula no se rechaza, pero no
se debe aceptar Ho (41 = ) sin investigar la probabilidad de error de tipo 1.

Por otra parte si o se escogiera igual a .10 la hipdtesis nula se hubiera
rechazado. Si no se contara con mas informacion, podria pensarse en rechazar
la hipétesis nula de no diferencia en los costos promedio de operacion para los
vehiculos de gasolina y para los eléctricos. La probabilidad de rechazar Ho
cuando ésta es cierta es solamente o = .10 y puede pensarse que se ha tomado
una decision razonablemente buena.

Los administradores de los hospitales en muchos casos se encargan de obtener
y calcular algunas estadisticas que son de suma importancia para los médicos
y para los encargados de decidir en el hospital. En los registros de un hospital
se tiene que 52 hombres en una muestra de 1000 hombres y 23 mujeres en
una muestra de 1000 mujeres ingresaron al hospital a causa de alguna en-
fermedad cardiaca. jPuede o no considerarse que estos datos presentan
evidencia suficiente en el sentido de que existe una mayor tasa de afecciones
cardiacas en los hombres que ingresan al hospital?

Solucion Puede suponerse que el numero de pacientes que ingresa a un
hospital a causa de alguna afeccién cardiaca sigue aproximadamente una
distribucién binemial para ambos hombres y mujeres, con parametros py y p»
respectivamente. Puede estabiecerse que se desea probar la hipotesis de que
existe una diferencia entre p, y p2, p1 — p2 = Do. (Por ejemplo, en este caso sc¢
desea probar la hipétesis Do = 0.) Se recordara que para muestras grandes, cl
estimador §, — p, sigue una distribucion aproximadamente normal con media
(p1 — p2) y con desviacion estandar

_ P4, P24
Tpi-p2) — n + n.
1 2

Entonces

(131 - 132) - (pl - pz)

z =
"Oi-p)

sigue una distribucion normal estandarizada. De aqui que z pueda usarse
como estadistica de prueba para probar
Hy:(p, — p)) = D,

Ahora, se deben tener aproximaciones adecuadas para p; y p; para calcular
0(p, - p,)- Para estas - ‘imaciones pueden considerarse los dos casos
siguientes.

.upone que p; es igual a-p,, es decir

Ho:p|=.v.p; .0 (P|—Pz)=0


Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz


8.14 Prueba estadistica con muestras grandes 231

entonces py = p; = p y el mejor estimador de p se obtiene al combinar los
datos de ambas muestras. Si y; y )2 son los niimeros de éxitos que se
obtuvieron en las muestras, entonces:

Yy T Y2
n,+n,

p‘:

y entonces la estadistica de prueba resulta

A ~

Z_(ﬁn—ﬁz)_o_ b, — D,
pa B4 \/ ( Lo )
n, n, n, n,
Caso 2. Si por otra parte se supcene que Dy no es igual a cero, esto es

H,:(p, — py) = D,

con Dy # 0, entonces los mejores estimadores para p; y p; son py y p»
respectivamente y la estadistica de prueba resulta: '

(ﬁ] - [32)_' Do

\/ﬁ]él ﬁzéz
+
n n

1 2

Z:

Para muchos problemas practicos relacionados con la comparacion de
dos poblacicnes binomiales el investigador desea probar la hipotesis de que
(p1 — p2) = Doy = 0. En este ejemplo se desea probar

Ho:(pl - pz) =0
contra la alternativa
H,:(p, —p,)>0

Note que se usara una prueba de una sola cola puesto que si existe una
diferencia, se desea detectar si p; > p,, por lo que se rechazara la hipotesis
nula en favor de la alternativa si (5, — p.) es grande o, equivalentemente, si el
valor calculado de z es grande. De hecho, si se escoge a = .05 se rechazara
Ho cuando z > 1.645. _

El estimador combinado para p que se necesita para calcular o(p — ) €s

y,+y, 52+ 23

p= 2= = .0375
n, +n, 1000 + 1000
La estadistica de prueba es
5, — P .052 — .023
7= — b1 Pe - = 3.41

1 1 \/ 1. 1 )
pG [— + — .0375)(.9625) (—— + —
\/pq(n, +n2) (037X )(1ooo+1000 _

Puesto que el valor de z cae en la region de rechazo, se rechaza la hipotesis
de que p; = p, y se concluye que los datos presentan evidencia suficiente de
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que el porcentaje de hombres que ingresan al hospital a causa de una afeccion
cardiaca es més alto que el de las mujeres. Note que este resultado no

- establece que la tasa de afeccion cardiaca es mas alto para hombres. Es
posible que sean menos las mujeres que ingresan al hospital cuando padecen

tal enfermedad.

Ejercicios

8.24. Un fabricante afirma que al menos 95% del
equipo que ha surtido para cierta fabrica cumple con
las especificaciones. Se examina una muestra de 700
piezas de equipo y se encuentra que 53 de ellas
son defectuosas ;Puede decirse que los datos propor-
cionan suficiente evidencia para rechazar la afirma-
cion del fabricante? Use o = .05.

a. Establezca la hipotesis nula que se ha de probar.
b. Establezca la hipotesis alternativa.

c. Proceda a realizar la prueba estadistica y presente
sus conclusiones.

8.25. En vista de la disminucion de recursos ener-
geticos, la Administracion Nacional de Aeronutica y
del Espacio (NASA) de los Estados Unidos se ha
dado a la tarea de encontrar sitios en aquel pais en
donde resulte factible instalar molinos de viento para
Zenerar energia eléctrica. Un oficial de la NASA, D.J.
Vargo, ha dicho que la velocidad del viento debe pro-
mediar al menos 15 millas por hora para que un sitio
pueda considerarse aceptable.* Se hicieron 36 medi-
ciones de la velocidad del viento a intervalos alea-
torias en un sitio bajo consideracion para instalar un
molino; la velocidad del viento promedié y = 14.2
mph. con desviacion estandar de 3 mph. ;(Puede con-
siderarse que los datos indican que el sitio no satis-
face los requerimientos de la NASA para la instala-
cién de un generador de energia a base de viento?
Use o« = .10.

8.26. Continuando con el ejercicio 8.25 discuta el
significado de los errores tipo | y tipo 1l en el pro-
blema de la seleccion de sitios. Si usted fuese un
oficial de la NASA, ;recomendaria usted el uso de un
valor extremadamente pequefio para o (.01) o bien
un valor moderado (.05) o un valor razonablemente

**Wind Power: Still Becalmed,” Environmental News, julio
de 1975.

8.15

grande (.10) para determinar la aceptabilidad de un
sitio en base a la velocidad promedio del viento? Ex-
plique porqué.

8.27. Se estudia el rendimiento de dos tipos de
valores, el valor tipo A y el valor tipo B. El rendi-
miento de estos solo se conoce hasta después de la
venta. Se tienen registradas 30 tasas de rendimiento
anterior para valores tipo A y 36 para valores tipo B.
De estas muestras se obtuvieron las estadisticas en la
tabla siguiente.

VALORES TIPO A VALORES TIPo B

v, =791%

I
s2=1.85

=8.12%
= 1.98

U ey
191210

(Presentan estos datos suficiente evidencia de que
existe una diferencia en el rendimicnto de ambos
valores? Use o = .10.

8.28. En un estudio para averiguar los efectos de
usar modelos femeninos en la publicidad para auto-
méviles, a un grupo de 50 hombres, el grupo A, se le
mostro la fotografia de un automavil con una modelo
femenina y la de otro automévil del mismo precio
pero sin modelo. A otro grupo, el grupo B, de 50
hombres se les mostraron ambos automdviles sin
modelo femenina. En el grupo A el automévil que
aparecia con la modelo fue considerado mas lu_loso
por 37 de los entrevistados, en el grupo B el mtsmo
automoévil fue juzgado como mas lujoso por 28 de
los entrevistados. ;Se considera que estos datos in-
dican que el usar una modelo femenina influye en el
lujo aparente de un automovil? Use una prueba de
una sola cola con a = .05

Algunos comentarios sobre la

teoria de pruebas de hipotesis

Como se hz delineado en la seccion 8. l3 la teoria de Ia prueba estadistica de
una hipgtesis es un procedimiento bien definido que ‘permite al mvestlgador
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ya sea aceptar o rechazar la hipétesis nula con riesgos de error medidos por las
probabilidades o y B. Desafortunadamente, como se ha notado, este marco
tedrico no es suficiente para todas las situaciones practicas.

La teoria requiere que se tenga habilidad para especificar una alternativa
significativa que permita el calculo de B, la probabilidad de error tipo 11, para
valores alternativos del parametro. Esto puede llevarse a cabo para muchas
pruebas, incluyendo la prueba discutida en la seccién 8.13, aunque el calculo
de B para diversas alternativas y para distintos tamafios de muestra puede,
en algunos casos, resultar una tarea formidable. Por otra parte, en algunos
casos puede resultar extremadamente dificil especificar alternativas para H,
que resulten de significancia prdctica. Esto puede ocurrir cuando se desea
probar hipotesis acerca de valores de conjuntos de parametros, situacion
que se encontrard en el capitulo 17, al analizar datos clasificados.

Este obstaculo no invalida ¢l uso de las pruebas estadisticas, sino que
sugicre que se tenga precaucion para llegar a una conclusién cuando la evi-
dencia es insuficiente para rechazar la hipdtesis nula. La dificultad para especi-
ficar alternativas significativas a la hipdtesis nula, junto con la dificultad que
puede encontrarse para calcular v tabular 8 para casos mas complicados que
los aqui presentados, justifica que su discusion sea evadida en un texto de nivel
introductorio. De aqui que se acuerde adoptar el procedimiento descrito en el
cjemplo 8.11 cuando no se dispone de valores tabulados de 8 para la prueba en
cuestion. Cuando la estadistica de prueba cae en la region de aceptacion, la
decision seré “no rechazar™ en lugar de “aceptar” la hipdtesis nula. Pueden
obtenerse conclusiones adicionales al calcular un estimador por intervalo para
el parametro o mediante la consulta de uno de los varios manuales estadisticos
para valores tabulados de . No debe ocasionar sorpresa el hecho de que
valores tabulados de S resulten inaccesibles para algunas de las pruebas esta-
disticas mas complicadas.

La probabilidad o de cometer un error tipo | se denomina a menudo nivel
de significancia de la prueba. Este término se origind de la manera siguiente.
La probabilidad del valor observado de la estadistica o alglin valor aun mas
contradictorio a la hipétesis nula, mide en algln sentido el peso de la evidencia
en favor de la hipdtesis alternativa. Algunos experimentadores reportan los
resultados de una prueba como significante (rechazo) al 5% pero no al 1%.
Esto significa que se rechazaria H, si « fuese .05 pero no si « fuera .01. Este
modo de pensar no contradice al procedimiento de escoger de antemano la
prueba a la recoleccion de datos, sino presenta un medo conveniente de publi-
car los resultados estadisticos para una investigacion y le permite al lector
escoger a 'y 3 como lo desee.

Finalmente debe comentarse sobre la selecciéon de una prueba de una o
dos colas para una situacion dada. Debe enfatizarse que esta decisién estd dada
por los aspectos practicos del problema y dependera del valor alternativo del
parametro que el experimentador esta deseando detectar. Si se tuviera que
soportar una pérdida financiera seria si @ > 6, pero no si § < 6, se concentraria
la atencidn en valores de § mayores que 6, y por lo tanto se rechazaria usando
sélo la cola superior de la distribucién de:la estadistica de prueba. Por. otra
parte si se est4 igualmente interesado en detectar valores mayores 0 menores

-----

que o se usaria-una prueba de dos colas.


Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz


234

8.29. Defina y discuta los siguientes conceptos'y el
papel que desempefian en la inferencia estadistica:

8 Inferencia estadistica con muestras grandes

Resumen

El material del capitulo 8 ha estado dirigido hacia dos objetivos. Primero, se
han discutido los varios métodos de inferencia, asi como los procedimientos
para evaluar la bondad de estos. Se han presentado algunos métodos de esti-
macion y de prueba de hipotesis que, merced al teorema central del limite, se
basan en los resultados del capitulo 7. Las técnicas resultantes son de gran
utilidad practica y al mismo tiempo ilustran los principios basicos de la in-
ferencia estadistica.

Es posible hacer inferencias acerca de los parametros de una poblacién ya
sea mediante una estimacién o al probar una hipotesis acerca de su valor. Un
parametro puede estimarse por medio de un estimador puntual o por medio
de un intervalo. La medida de bondad de un estimador puntual esta dada por
la cota del error de estimacién. Similarmente el cceficiente de confianza y la
longitud del intervalo miden la bondad de un intervalo de confianza.

La prueba estadistica de una hipotesis acerca del parametro o los para-
metros de una poblacién conduce ideaimente a su aceptacion o rechazo. Prac-
ticamente se llega a una decision de rechazo o no rechazo. Las probabilidades
de tomar decisiones incorrectas, esto es de cometer los errores tipo 1y tipo 11,
miden la bondad del procedimiento de decisién. Mientras que una prueba de
hipotesis puede resultar adecuada para situaciones concretas. (por ejemplo ¢l

‘muestreo de aceptacion) parece que la estimacion seria la meta eventual de

muchos investigadores experimentales. De aqui que resulte deseable el tener
opcion al seleccionar un método de inferencia.

Todos los intervalos de confianza y las pruebas de hipétesis que se des-
criben en este capitulo estan basados en el teorema central del limite y son por
lo tanto aplicables a muestras grandes. Cuando n es grande, cada uno de los
estimadores respectivos v estadisticas de prueba poseen para todo proposito
practico una distribucién normal. Este resultado junto con las propiedades de
la distribucién normal estudiadas en el capitulo 7, permite la construccion de
intervalos de confianza y el cilculo de o y 8 para las pruebas estadisticas.

Ejercicios Complementarios

sugiera si es apropiado el uso de una prueba de una
cola o es mas indicada una prueba de dos colas. Para

a. errores tipo I y tipo IL cada caso justifique su razonamiento y escriba en-
b." las probabilidades a y B. tonces la hipotesis nula'y la hipotesis alternativa.
c. el nivel de significancia. a. Fl estudio de un economista para determinar si
d. intervalo de confianza. ¢l nivel de desempleo ha cambiado significativamente
e. lapruebaz ‘durante el afio pasado.

8.30. Explique el papel del teorema central del li-

b. Un estudio para verificar la suposicion del ge-

mite en los temas presentados en este capitulo.

8.31. Explique la diferencia entre una, prueba de
hipétesis de una cola y una de dos colas.

8.32. Para cada una de las siguicntes situaciones,

rente de crédito que afirma que el balance promedio
por cuenta de los clientes que usan crédito en una

tienda es de al menos $50.

c. Una investigacién de mercado para determinar si
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