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FUNDAMENTOS ECONOMICOS Y TECNOLOGICOS DE LA
EFICIENCIA DE LA INVERSION.

8. La eficiencia neta de la inversion. Hasta aqui la discusién ha
estado relacionada con la influencia de la inversién sobre el producto
total de los varios sectores de la economia nacional y sobre el produc-
to nacional. Consideremos ahora la influencia de la inversién sobre el
producto final de los varios sectores de la economia nacional y sobre
el ingreso nacional.

Segiin las ecuaciones de equilibrio (5.3) el producto final del sec-
tor j de la economia nacional es®

Y,=X,— 3 auXi (=12 ...,n). (8.1)

=1

8 Las ecuaciones (8.1) son idénticas a las ecuaciones (5.3). El cambio de
los subindices i y j no tiene significacion, ya que son sblo variables aparentes.
Se ha introducido el cambio para hacer que los subindices concuerden con los
que se usan en la parte anterior de este documento.


Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso

Miguel Fragoso
FUNDAMENTOS ECONÓMICOS Y TECNOLÓGICOS DE LA EFICIENCIA DE LA INVERSIÓN.

Miguel Fragoso

Miguel Fragoso


294 APENDICE 1I

Asi, el incremento del producto final en un afio es
AY; = AY; — TaXs (j= 1,2 ...,n). (8.2)
i=1

La suma del segundo miembro de esta expresion representa la parte
del incremento del producto total del sector j destinada a reposicién de
los medios de produccién consumidos en los varios sectores de la eco-
nomia nacional. De esta- manera, el incremento del producto final de
un sector dado es igual al incremento del producto total de este sector,
menos la parte del incremento del producto total asignada para re-
posicidn.

Sea .

2 a;;8X;

”=E%E— Gi=12...,n) (8.3)

la fraccién del incremento del producto total del sector j asignada para
reposicién en los varios sectores de la economia nacional. Llamaremos
a estas fracciones coeficientes de reposicion. Obviamente

0=o,=1 (j=12...,n). (8.4)

Introduciendo las relaciones de reposicion obtenemos

»
2 a.-,AX; = GjAXj .

=1
Ahora las ecuaciones de equilibrio (8.2) se pueden escribir como
aAY; =aX;(1—e) (=12 ..., n). (8.5)

En virtud de la igualdad (6.2) tenemos
AY;, = (1 —oaj) 'gx Bl .
Esto se puede escribir también en la forma siguiente:

AY; = ‘é B;i(l—oj)i (j=1,2 ...,n). (8.6)
=1
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La expresién Bji(1 — o;) puede interpretarse que representa la efi-
ciencia intersectorial neta de la inversion. Para denotarta usaremos el
simbolo B'j; y, asi,

Bji=Bji(l—e;) (,j=1,2,...,n). (8.7)

La igualdad (8.6) se puede escribir en la forma

AY; = .21 Buli (j=1,2, ..., n) (8.8)
que significa que el incremento del producto final de cada sector es la
suma ponderada de los productos de los sectores particulares destina-
dos a inversién. Las ponderaciones son en este caso la eficiencia inter-
sectorial neta de la inversion.

Sustituyendo el valor de la igualdad (7 4) en la (8.5) obtenemos

AY; = I'98i(1—a;) (j=1,2, ..., n). (8.9) -

La expresiéon B;(1 —o;) se puede interpretar como la eficiencia
sectorial neta de la inversién en el sector j de la economia nacional.
Para denotarla usaremos el simbolo B’;. Luego

B'; =B,‘(l—6,‘) (]= 1, 2, ey n) (8.10)
v la férmula (8.9) se puede escribir como
AY = JUg'; (8.11)

De esta manera, el incremento del producto final en el sector j es
igual a la inversién de este sector multiplicada por la eficiencia secto-
rial neta de la inversion del mismo sector.

Como se puede ver de las igualdades (8.7) y (8.10), la eficiencia
neta de la inversién B';; y B’; es igual, respectivamente, a la eficiencia
correspondiente de la inversiéon Bj; y B;j multiplicada por 1 —ugy, es
decir, por 1 menos el coeficiente de reposicion del sector dado. Esta
multiplicacién disminuye las relaciones producto-inversién en una can-
tidad correspondiente a la parte del producto total que se usa para re-
posicion.

La férmula (8.3) muestra que los coeficientes de reposicién v; de-
penden de los coeficientes de produccién aj; y de los incrementos del
producto AX; en los varios sectores de la economia nacional y, por lo
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tanto, dependen de las condiciones tecnolégicas del proceso de produc-
cion. De esta manera, llegamos a la conclusién de que la eficiencia
intersectorial neta de la inversidn, asi como la eficiencia sectorial de la
inversién, depende de las condiciones tecnolégicas de la produccién co-
rriente y de las condiciones tecnolégicas de la produccién creciente.

Sumando las igualdades (8.8) de todos los sectores de la produccién
y en virtud de las ecuaciones (6.7) obtenemos el incremento anual del
ingreso nacional

AY =13 3 wBi. (8.12)

ji=1i=1

También se puede obtener este incremento sumando las igualdades
(8.11) par todos los sectores.y en virtud de las igualdades (7.3). Te-
nemos entonces )

aAY = lé AB . (8.13)

Las expresiones que tienen forma de sumas en las dos dltimas f6rmu-
las son iguales. Denotémoslas con B’ y entonces obtenemos

g=% Zubi= 38, (8.14)

j=1i=

B es la eficiencia nacional neta de la inversion. En vista de las igual-
dades (8.11), las férmulas (8.12) y (8.13) pueden ambas tomar la
forma

AY = IB. (8.15)

Esto significa que el incremento del ingreso nacional es igual a la
inversién total en la economia nacional multiplicada por la eficiencia
nacional neta de la inversion.

Las formulas (8.14) muestran que la eficiencia nacional neta de
la inversion se puede representar bien como una media ponderada de
la eficiencia intersectorial neta de la inversién o como una media pon-
derada de la eficiencia sectorial neta de la inversion. Las ponderaciones
son, respectivamente, los coeficientes de la composicién fisica de la in-
version y los coeficientes de la asignacién sectorial de la inversion.
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La eficiencia nacional neta de la inversién también se puede expre-
sar en forma que muestre directamente su relacién con la eficiencia
nacional de la inversion. Para este propésito introducimos o, coeficiente
nacional de reposicion:

it

1

(8.16)

»
.E:aﬁAX‘
T
Esta fraccién indica la parte del incremento del producto nacional
que se destina a reposicion de los medios de produccién consumidos
en un afio en toda la economia nacional.
Sumando las ecuaciones (8.1) para todos los sectores de la econo-
mia nacional y en virtud de las igualdades (2.3) y (2.4) obtenemos

Y=X— é i a;iXi,
J=14=1
de donde
AY = AX _’é S a,AX. . (8.17)
=1 {=1

El incremento del ingreso nacional es igual al incremento del pro-
ducto nacional menos la parte destinada a reposicién.

Usando el coeficiente de reposiciéon nacional el incremento del in-
greso nacional se puede escribir en la forma

AY = AX(1—o) (8.18)

La introduccién de este resultado en la igualdad (8.15) da origen
a la siguiente:

AY _AX __
. B =——=7=(1—0)
y finalmente, en virtud de la igualdad (6.11),
g =B8(1—o0). (8.19)

De esta manera la eficiencia nacional neta de la inversién es igual

a la eficiencia nacional de la inversién multiplicada por 1 — o. Pues-
to que

0=0=1 (8.20)
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la efciencia nacional neta de la inversion debe ser menor que la efi-
ciencia nacional de la inversién. La diferencia es igual a la parte del
incremento del producto nacional destinada a reposicién.

Finalmente, introduciendo la tasa de inversién relativa al ingreso
nacional, representada con el simbolo «'; es decir

a =< (8.21)

y escribiendo [ = @'Y podemos escribir de nuevo la igualdad (8.15)
de la manera siguiente

AY = YR .
Asi,
—-AF’- - «f. (8.22)

El primer miembro de esta ecuacién es la tasa de incremento del
ingreso nacional. Representfmdola con r,

r =-A-;’- . (8.23)
Asi tenemos
r=adff, (8.24)

que es la relacion algebraica fundamental de la tasa de incremento del
ingreso nacional. Esta tasa es igual a la tasa de inversion (relativa
al ingreso nacional) multiplicada por la eficiencia nacional neta de la in-
version.

Hemos demostrado como la eficiencia de la inversién en sus varias
formas esta determinada por las condiciones tecnolégicas de la produc-
cién. De esta manera, el concepto de la eficiencia de la inversion se
libera de su cardcter misterioso. de la nocién mistica de la “producti-
vidad del capital” en que muchos economistas burgueses la han en-
vuelto. La eficiencia de la inversién se reduce a lo que realmente es:
el resultado de las condiciones tecnolégicas en que tiene lugar el pro-
ceso de la produccién. La eficiencia de la inversion y la eficiencia neta
de la inversién que esta relacionada con ella vienen a ser instrumentos
valiosos para planear el crecimiento de la economia nacional socialista.
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9. Maximizacién de la eficiencia nacional neta de la inversién. Una
planeacién eficiente del crecimiento de la economia nacional socialista
requiere que la eficiencia nacional neta de la inversion sea lo mayor
posible en las condiciones existentes. Pues, como se ve por la relacién
algebraica fundamental (8.24), la tasa de incremento del ingreso na-
cional es proporcional a la eficiencia nacional neta de la inversién.
Cuando se alcanza la eficiencia nacional neta maxima de la inversién,
la tasa de incremento del ingreso nacional se maximiza en condiciones
de una tasa dada de inversion.

La eficiencia nacional neta de la inversién (al igual que la eficien-
cia nacional de la inversion) es, como hemos visto, la media aritmética
ponderada de ciertas cantidades determinadas por las condiciones tec-
nolégicas de la produccién. En condiciones tecnolégias dadas de pro-
duccién, estas cantidades son los datos que se deben tomar en cuenta
al planear la economia nacional y que no se pueden fijar arbitraria-
mente. Pero las ponderaciones que aparecen en la media aritmética an-
tes mencionada son el resultado de la seleccién hecha en el plan na-
cional. Esto es asi debido a que las ponderaciones son, o bien los coefi-
cientes de la asignacién sectorial de la inversién. o los coeficientes de
la composicién fisica de la inversion, segin que la eficiencia nacional
neta de la inversidn se considere como la media de la eficiencia sectorial
neta de la inversién o como la media de la eficiencia intersectorial neta
de la inversion.

Asi, el problema de planear el crecimiento de la economia nacional
socialista consiste en la eleccién adecuada ya sea de los coeficientes de
la asignacién sectorial de la inversion A; o de los coeficientes de la
composicién fisica de la inversién p;. Como se puede ver por las f6rmu-
las (7.10) o (8.14), los coeficientes de ambas clases dependen lineal-
mente entre si. Esta dependencia se puede descomponer en un sistema
de n ecuaciones lineales. Para este objeto, comparando la igualdad (6.2)
con la (7.4) obtenemos

2 B,’.‘l,’ = B,‘I{j) (] = l, 2, eo ey n.). (9.1)

Usando los coeficientes de la composicion fisica y de la asignacion
sectorial de la inversién y en virtud de la igualdad (6.7) y la (7.6),
las ecuaciones (9.1) se pueden cscribir de la manera siguiente:
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tgx p.iB,'; = X;ﬂj (] = 1, 2, co sy n). (9.2)

Ahora tenemos un sistema de n ecuaciones en que los coeficientes
pi estan determinados de manera dnica cuando estan dados los coefi-
cientes A; y viceversa. En otras palabras, una composicién fisica deter-
minada de la inversion corresponde a una asignacién sectorial dada de
la inversién e inversamente, una asignacion sectorial determinada de la
inversién corresponde a una composicién fisica dada de la inversion.

De esta manera el problema de la planeacién consiste en la eleccion
ya sea de los coeficientes A; o de los coeficientes 4. Cuando el plan
establece los coeficientes de la asignacion sectorial de la inversién Aj,
la composicién fisica de la inversién p necesaria para obtener la asig-
nacién sectorial establecida en el plan, se puede calcular con el sistema
de ecuaciones (9.2). Inversamente, cuando el plan establece la compo-
sicién fisica de la inversién, entonces las ecuaciones (9.2) sirven para
calcular la asignacién sectorial de la inversion resultante de la compo-
sicién fisica de la inversion establecida en el plan.

Resolviendo las ecuaciones (9.2) para los valores de A; como in-
cdgnitas, obtenemos

1 .
,\,____213,‘,“ G=12 ...,n). (9.3)

Bi

que significa que los coeficientes de la asignacién sectorial de la in-
versién son las sumas ponderadas de los coeficientes de la composicion
fisica de la inversién. Las ponderaciones son aqui las relaciones Bji/B;;
es decir, las relaciones de la eficiencia intersectorial de la inversion a
la eficiencia sectorial de la inversién correspondiente.

Por otra parte, resolviendo el sistema de ecuaciones (9.2) para los
valores de p; como incognitas, obtenemos

ri = ’g‘ﬁliiﬁjkj s (9.4)

donde M son los elementos de la inversa de la matriz (Bj;); es decir.
de la matriz de la eficiencia intersectorial de la inversion. Sin embar-
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g0, la matriz. (Bj;) es, como sabemos, la inversa de la matriz de la
inversion tecnolégica (5.5).° Asi,

ﬂ’ij = b.‘;

wi= T bl (95)

Hemos ahora mostrado que los coeficientes de la-composicién fisica
de la inversién son las medias ponderadas de los coeficientes de la asig-
nacién sectorial de la inversién. Las ponderaciones, en este caso, son
productos de la multiplicaciéon de los coeficientes de inversién por la
correspondiente eficiencia sectorial de la inversion.

La practica usual al planear la economia nacional es fijar la asig-
nacién sectorial de la inversién y luego ajustar la composicién fisica
de la inversién de la manera que se requiera para alcanzar la compo-
sicién sectorial establecida en el plan.' Para maximizar la eficiencia
nacional neta de la inversién debe uno dar los valores mis altos a estos
coeficientes de la asignacion sectorial de la inversién A; que correspon-
den a la mayor eficiencia sectorial neta de la inversion B;. Esto se si-
gue directamente de la férmula (7.9). Todo desplazamiento de inver-
sién de un sector con menor eficiencia neta de la inversion a otro en
que esta eficiencia sea mayor, incrementa el valor de la eficiencia na-
cional neta de la inversién. Se lograria el mejor efecto si toda la inver-
sién se concentrara en el sector con mayor eficiencia neta de la inver-
sion y no se distrajera ninguna inversién a otros sectores de la econo-
mia nacional. Sin embargo, esto es usualmente impracticable debido a
varios factores adicionales que se deben tomar en cuenta cuando se
traza el plan econémico nacional. En consecuencia, la maximizacién de
la eficiencia nacional neta de la inversién viene a ser un problema de
programacion.

Consideremos por via de ejemplo el siguiente problema de progra-
macion. La asignacién sectorial de la inversién se ha de planear de
manera que rinda la maxima eficiencia nacional neta de la inversién.
La condicién adicional es que en todo sector de la economia nacional
se deje disponible una cierta parte del producto final para consumn.

® La matriz (B;;) es del grado n cuando la matriz tecnolégica es del gra-
do n.
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Como se mostrara, este procedimiento conduce a la maximizacion de
la tasa de incremento del ingreso nacional a la vez que se asegura un
cierto nivel minimo de consumo de los varios productos.

El problema consiste en determinar los valores de los coeficientes
A; de manera que

g =3 \f) = maximo (9.6)
j=1
sujeto a las condiciones adicionales
C.=K;=0 (i=12...,n) (9.7)
IZ0 (=142 ...,n), (9.8)

donde C; es, como antes, la parte del producto final del sector & desti-
nada al consumo. Los valores de K; son constantes establecidas en el
plan econémico nacional y representan los niveles minimos postulados
de consumo de los productos de los varios sectores que se deben con-
seguir. La condicién (9.8) excluye la consecucion del nivel minimo de
consumo postulado, por desinversion. Es decir, por reduccion del in-
ventario existente de los medios de produccion.

Para resolver el problema es necesario transformar la expresion
(9.7) para introducir en ella los coeficientes A;. A partir de la igual-
dad (3.1) tenemos ’

C5=Y5—15 (i=l,2,...,n).

En virtud de la condicién (9.7), obtenemos

IQ§Y5—-K3 (i=1,2,...,n).

El segundo miembro de esta desigualdad tiene un valor constante
porque, en el afio en que se planea el crecimiento adicional de la eco-
nomia nacional, los productos finales de los varios sectores ya estan da-
dos y son el resultado de la inversién efectuada en afios anteriores, mien-
tras que los valores de K; se suponen constantes en el problema de pro-
gramacion.

Si establecemos

Y. —Ki=g (i=12 ...,n). (9.9)
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Podemos expresar la condicién de la igualdad (9.7) como
L=g (=12 ...,n). (9.10)

Esto significa que la parte del producto final de un sector que se
destina a inversion no puede exceder de un cierto limite superior, no
sea que la cantidad del producto final que queda para consumo sea
insuficiente para satisfacer el nivel minimo fijado de consumo. Ade-
mas, en vista de la condicién (9.8) obtenemos

0<IL=<g (i=12 ...,n). (9.11)

Cuando se introducen los coeficientes de composicién fisica de la
inversion de acuerdo con la igualdad (6.7), la desigualdad (9.11) ad-
quiere la forma

O=pl=g (=12 ...,n). (9.12)

Finalmente, en vista de la férmula (9.5), que expresa la dependen-
cia de los coeficientes de la composicién fisica de la inversién con
respecto a los coeficientes de la asignacién sectorial de la inversion,
ohtenemos

0<I3 biB\=g (=12 ....n).  (9.13)
j=1

En consecuencia, nuestro problema de programacién adquiere la
siguiente forma: los valores de los coeficientes A; se han de determinar
de manera que

g = 3 B\ = miximo® (9.14)
=1

" sujeto a

0=I3 biBA<g (=12 ....n). (9.15)
j=1

10 Como se ve de las formulas (8.10) y (8.3), la eficiencia neta de la in-
version B'; en los sectores particulares de la economia nacional depende de
los incrementos del producto en esos sectores; es decir, depende de AX 1 AX.,
..+» AX,. Por otra parte, la eficiencia nacional neta de la inversién se puede
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Obviamente,

’E =1y =20 (=12 ...,n). (9.16)
=1

Este es un problema tipico de programacién linea!.

En el problema anterior los coeficientes biB; y B'; son conocidos,
asi como las constantes g, mientras que los coeficientes A; son incég-
nitas. Sin embargo, como se puede ver por la condicién (9.15), el pro-
blema incluye el factor de la escala, es decir, I, que determina cual
puede considerarse la escala del problema. Este factor de la escala es
la inversién total en la economia nacional que simplemente llamaremos
nivel nacional de inversién. En vista de las igualdades (9.13) y (3.4).
el nivel nacional de inversién debe satisfacer la condicin

013 g. (9.17)

representar en forma independiente de estos incrementos. De las igualdades
(8.19) y (8.16), tenemos

n n

I I g;;AX;
’ - 1 — §=1 =1
B =5 '
En vista de las igualdades (7.4), (7.6), (7.8) y (7.9), obtenemos

”n n
I's Bidi = aj;
ﬂ; = ﬁ 1 — i=m] j=1
B
Cambiando los subindices i y j para hacer la notacién mas conveniente y
simplificando, tenemos

a;;.
1

»
B =8 —= BiAj
i=1 j

Wtas

Finalmente, la sustitucién de la igualdad (7.9) da

, n »
pr==x B 1—Zay
i=1 i=1

De esta manera, la condicion (9.14) se puede expresar en forma indepen-
diente de los incrementos AX;, AX.. ..., AX,.
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Hay asi en nuestro problema un limite superior para el nivel na-
cional de inversion, al cual no puede exceder. Esto es obvio, ya que de
otra manera el nivel nacional de inversién podria ser tan alto que seria
imposible conseguir el nivel minimo fijado de consumo de los varios
productos.

Nuestro problema de programacién lineal da una solucién para un
nivel nacional dado de inversién I que satisface la desigualdad (9.17).

La solucién del problema de programacién lineal da los valores de
los coeficientes A; que maximizan la eficiencia nacional neta de la in-
version para un nivel nacional dado de inversion.

Al mismo tiempo, esta solucion determina la asignacién sectorial
de la inversién que maximiza la tasa de incremento del ingreso nacio-
nal en condiciones de un nivel nacional dado de inversién y de un nivel
minimo dado de consumo de los varios productos. La eficiencia neta
de la inversién se maximiza sujeta a un nivel nacional dado de inver-
si6n admisible en las condiciones del problema y, de esta manera, tam-
bién para una tasa dada de inversién o relativa al ingreso nacional
(recuérdese que en el afio en que se ha planeado el crecimiento adicio-
nal de la economia nacional, el nivel del ingreso nacional ya esta da-
do). En la relacién algebraica fundamental (8.24)

r=af
B adquiere el mayor valor posible en las condiciones del problema. En
consecuencia, la tasa de incremento del ingreso nacional también sc
maximiza en estas condiciones.

Un punto final a sefialar en este argumento es el del caso especial
en que el segundo miembro de la condicién (9.15) tiene la forma de
ecuacion en vez de la de desigualdad y los coeficientes A; estan deter-
minados de manera Gnica. Tenemos entonces un sistema de n ecuacio-
nes con n incégnitas: A;, A2, ..., As. Debido a la condicién adicional
(9.16), solamente n — 1 ecuaciones de éstas son independientes, pues
uno de los coeficientes A; estad determinado por los otros coeficientes.
Las ecuaciones (9.15) forman conjuntamente con la condicién (9.16)
un sistema de n ecuaciones lineales independientes que determinan los
coeficientes A;.'' Luego, de la igualdad (8.14) la eficiencia nacional

11 Suponemos que !a matriz del sistema de ecuaciones (9.15) es del grado
n—1, lo que es equivalente al supuesto de que este sistema consiste de n— 1
ecuaciones independientes.
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neta de la inversion B estd determinada de manera tnica y no hay
cuestion acerca de maximizar esta eficiencia. El problema de maximi-
zar surge solo cuando las condiciones (9.16) o (9.20) tienen en el se-
gundo miembro por lo menos dos desigualdades.’? Esto es obvio, pues
cuando el consumo de todos los productos esta determinado de manera
Ginica, sélo es posible una composicion fisica de la inversién vy, asi,
como se ha mostrado, hay también una asignacién sectorial dnica po-
sible de la inversién. La composicién fisica y la asignacién sectorial de
la inversion determinan la eficiencia nacional neta de la inversion. Para
que sea posible cambiar la composicién y la asignacién de la inversion,
por lo menos el nivel de consumo de dos productos no debe estar deter-
minado de manera tunica.

El caso en que la condicién (9.15) adquiere la forma de ecuacion
tiene lugar cuando el nivel nacional de la inversién / adquiere el ma-
yor valor posible para el cual la condicién (9.17) se mantiene verda-
dera. Luego

I=3 g (9.18)

y la condicién (9.15) toma la forma

8i
biiBidi =" ° (9.19)
! 2 &

=1

o=
g

s

En vista de la relacién (9.15) encontramos que

hid

: n n n {gl-g’
1= Fm- B Epans T
— = — 2 g’
i=1

que significa que

12 Cuando hay solamente una desigualdad, entonces de las n — 1 ecuaciones
(9.15) es posible determinar n—1 coeficientes A, mientras que el coeficiente
enésimo se obtiene de la condicién (9.16). De esta manera todos los n coefi-
cientes \; estan determinados de manera tnica. Por lo tanto, debe haber por lo
menos dos desigualdades para que sea posible cambiar los valores de algunos
de los coeficientes A ;.
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- 2 g
S 3 bir = E—.
i=1 j=1 2 g
=1
Por lo tanto,
S biBny = &
=1 d (9.20)

y asi las expresiones (9.19) se vuelven ecuaciones. Como las ecuaciones
(9.20) y la condicién (9.16) determinan de manera tinica la eficiencia
neta de la inversion en la economia nacional, el problema de maximizar
esta eficiencia no surge.

Para que este problema no surja es necesario suponer que

1<3a, (9.21)
1=1
es decir, suponer el nivel de la inversién nacional menor que la suma
de las cantidades mayores admisibles de productos finales asignadas a
inversién, ya que de otra manera no habria posibilidad de seleccionar
ni la composicién fisica ni la sectorial de la inversién.

10. Un ejemplo de inversion en la industria y en la agricultura.
Para ilustrar el argumento anterior consideremos un caso en que la
economia nacional estd dividida en dos sectores. Sean estos sectores la
industria y la agricultura. Entonces el problema de la programacién
lineal adquiere la forma

B = B\ + B:A: = maximo (10.1)
siempre que
0=buBiAs + b = g_l'

0= bufids + bufude = £ (10.2)

donde
M+ A=1; AL,=0 (10.3)

y, segin la igualdad (9.21)
I=g + g (10.4)
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Aqui g, representa la cantidad méaxima de productos industriales
Y &, la cantidad méxima de productos agricolas que se puede dedicar
a inversion después de conseguir un nivel minimo de consumo de
estos productos.

El problema se resuelve de manera mucho mas facil graficamente.
Para este objeto marcamos A, y A; en los ejes coordenados. Por razén
de la igualdad (10.3) todas las soluciones deben quedar en una linea
recta de pendiente — 1, situada en el cuadrante positivo del sistema de
ejes coordenados.

La linea recta corta a los ejes en los puntos A, = lyA, =L En el
diagrama debajo de esta linea recta esta la linea 4B. Trazando en el
diagrama las lineas rectas correspondientes a las ecuaciones

biBiM + bi2B:A: = _A'Tl__‘

2

b:lﬁv\l + b:zﬁzl\z = &

Fic. 61

encontramos que, en vista de la desigualdad (10.2). todas las soluciones
deben estar debajo de estas lineas; es decir, en el area OMQN inclu-
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yendo los lados que la delimitan. Sin embargo, como las soluciones de-
ben también quedar en la linea AB, pueden quedar solamente en el
segmento RS.** El segmento RS se llama dmbito de soluciones factibles

El procedimiento para encontrar el punto o los puntos en el ambito
de las soluciones factibles que maximizan la eficiencia nacional neta de
la inversion B es el siguiente. Primero trazamos la familia de lineas
rectas

Bidi+ BA= B

correspondientes a los diferentes valores del parametro g8'. Todas las li-
neas de esta familia son paralelas y su pendiente es —B',/f’s. Las
lineas de esta familia quedan mas altas cuanto mayor es el valor del
parametro §'. En el diagrama estin trazadas como lineas discontinuas.
La solucién del problema estd dada por el punto o los puntos que
quedan simultaneamente sobre el segmento RS y sobre la mis alta de
las lineas de la familia mencionada. Las coordenadas de este punto o
de estos puntos determinan los valores de A, y A..

Hay tres posibilidades:

1) La pendiente de la familia de lineas rectas es mayor que la
pendiente de la linea AB, lo que significa que

_B
B2

y, por lo tanto, 8y < B'2. Ocurre este caso cuando la eficiencia neta
sectorial de la inversién es menor en la industria que en la agricultura.
Como se ve en el diagrama, el punto R del segmento RS queda en la .
mas alta de la familia de lineas discontinuas que cortan el segmento.
En este caso el punto R determina los valores de A, y A: que, en las
condiciones dadas, maximizan la eficiencia nacional neta de la inver-
sién y aseguran la tasa mas alta del incremento del ingreso nacional.

13 Suponemos que el punto Q donde se cortan las dos lineas rectas no esta
debajo del segmento RS, ya que de otra manera ¢l problema no tendria solucién,
pues las condiciones (10.2) y (103) serian mutuamente contradictorias.

Cuando, en lugar de la igualdad (10.4) tenemos la jgualdad I =g, + &,
¢l punto Q queda sobre el segmento RS, pues de acuerdo con la condicién (103),
las ecuaciones (10.2) determinan ), y A, de manera unica. Por otra parte,
cuando I < g, + g, las lineas rectas que representan las ecuaciones (10.2)
estén situadas mas alto que cuando / =g, + &, y el punto Q queda arriba del
segmento RS.
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2) La pendiente de la familia de lineas rectas es menor que la pen-
diente de la linea AB. Luego

g1
—- % —1

y, por lo tanto, 8y > B'.. En este caso, la eficiencia sectorial neta de
la inversién es mayor en la industria que en la agricultura. Trazando
una familia de lineas con esa pendiente podemos ficilmente ver que
el punto S del segmento’ RS queda sobre la linea mis alta de la familia.
El punto S determina los valores de A, y A: que maximizan la eficien-
cia nacional neta de la inversion.

3) Finalmente, la pendiente de la familia de lineas rectas es igual
a la pendiente de la linea AB. Luego

g.

B

v, por lo tanto, ', = B’.. En este caso, la eficiencia sectorial neta de
la inversién en la industria y en la agricultura son iguales. Dibujando
una familia de lineas punteadas de esa pendiente vemos ficilmente que
cada punto del segmento RS queda sobre la mis alta de las lineas pun-
teadas y tiene puntos comunes con el segmento RS. En este caso, cual-
quier valor de A, y A, correspondiente a los puntos sobre el segmento
RS maximiza la eficiencia nacional neta de la inversién en las condi-
ciones establecidas en el problema.

El problema de programacion lineal que aqui se considera tiene
tres soluciones alternativas. Cuando 8, < .; es decir, cuando la efi
ciencia sectorial neta de la inversién es menor en la industria que en
la agricultura, conviene desplazar inversién de la agricultura a la in-
dustria. Entonces el desplazamiento es a lo largo de RS de R hacia S.
El limite del desplazamiento esta determinado por el punto S y resulta
de la necesidad de conseguir el consumo minimo fijado de productos
agricolas.

Finalmente, cuando 8’, = #';; es decir, cuando tanto en la indus-
tria como en la agricultura la eficiencia neta de la inversion es la mis-
ma, el desplazamiento de inversién de un sector a otro no establece
diferencia porque no afecta la eficiencia nacional neta de la inversién
Sin embargo, la necesidad de conseguir el nivel minimo de consumo
tanto de productos industriales como de los agricolas impone limites a


Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz


FUNDAMENTOS DE LA EFICIENCIA DE LA INVERSION 311

los desplazamientos entre los dos sectores. Estos limites estan dados por
los puntos R y S.

Este ejemplo ilustra el significado de la eficiencia de la inversién
y de la eficiencia neta de la inversién para planear la tasa maxima de
crecimiento de la economia nacional socialista. También muestra cémo
se puede coordinar la maximizacién de la tasa de crecimiento de la
economia nacional con otros objetivos establecidos en el plan nacional,
verbi gratia, con la necesidad de conseguir un nivel minimo de con-
sumo de los varios productos.

11. El retraso del producto v la composicion de las inversiones. He-
mos supuesto hasta aqui que una inversién efectuada en un afio incre-
menta el producto en el afio siguiente. En la realidad, sin embargo, hay
un periodo mas o menos largo de tiempo entre el momento en que se
efectia una erogacioén de inversién y el momento en que el incremento
del producto se inicia. Llamamos a este periodo retraso del producto
de la erogacién de la inversion. Como los retrasos del producto de va-
rias erogaciones de inversién son diferentes, es necesario fechar tanto
las erogaciones de inversion como los incrementos iniciados del pro-
ducto.

Simbolice I;j,: la cantidad del producto final en el sector i asignada
en el afio t al sector j para inversién que inicia un incremento del
producto después de s afos. Ademais, represente AXjat = Xjrtee—
— X, el incremento del producto total iniciado después de s afios como
resultado de una inversion efectuada en el afio t.

Entonces

liht

AXjet Gji=42 ..., n) (11.1)

b; jat =
es el coeficiente de inversion de los productos del sector i asignados al
sector j en el afio ¢ para inversion con un retraso del producto de s afios.

Denotando con ais: el valor de los coeficientes de produccién en
el afio ¢, encontramos que

bijat = @ijeTijee (5 j=1,2...,n), (11.2)

donde T . es el periodo de revolvencia de los medios de produccién
producidos en el afio ¢ en el sector i y asignados al sector j para inver-
sién con un retraso del producto de s afios. Como sabemos, tanto los
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coeficientes de produccién como los periodos de revolvencia estin de-
terminados por las condiciones tecnolégicas de produccién.!*

Finalmente, sea /i, la cantidad total del producto final del sector i
destinada en el afio ¢ a inversién con un retraso de la produccién de
s afios. Similarmente, sea ///**) la cantidad total de erogaciones de in-
version con un retraso de la produccién de s afios efectuada en el aiio ¢
en el sector j de la economia nacional. Denotando la suma total de
inversiones efectuadas en la economia nacional durante el afio ¢ con
1;, tenemos

Hist --1,‘:—‘ (=12 ...,n) (11.3)
y
Jcist) L
Aot =7 (G=4L2...,n) (11.4)

La primera de estas ecuaciones representa el coeficiente de la compo-
sicion fisica y el segundo, los coficientes de la asignacion sectorial de
la inversion con un retraso de s afios efectuada en el aiio ¢.

Usando estas notaciones encontramos

Ly = ;gx bijndXjee (=12 ..., n)

AXjy = é Bjiseliat (j=1,2,...,n) (11.5)
i=1

donde By;,¢ son los elementos de la inversa de la matriz (bji,¢) para
valores dados de s y ¢.
También encontramos que

Jeist) — ‘2 bijsedXjee (j=1,2 ..., n).
=1

14 Suponemos que estas condiciones cambian de afio a aiio. En el caso espe-
cial en que las condiciones no cambian durante el periodo que se considera, se
puede omitir el subindice ¢ en los coeficientes.
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v

Estableciendo

[ p— =12 ....n) (116)
‘glbim '

para denotar la eficiencia de la inversién, con un retraso del producto
de s afios, efectuada en el aiio t en el sector j de la economia nacional,
obtenemos

AXju = Bjull*®  (j=1,2,...,n). (11.7)

El incremento del producto nacional AX,: que se obtiene después
de s afios como resultado de las erogaciones de inversién que tienen
un retraso del producto de s afios y se efectiian en el aiio ¢ es, entonces,

AX,e = é i Biiclliat = jé B;.(l”‘“.
1 =1

j=1 4=

Tomando en cuenta las igualdades (11.3) y (11.4), obtenemos

J=1 4=

Ay =13 El tietBjiae = 1 .21 AjatBint (11.8)
I=
o simplemente
AX,, = 1,8 (11.9)

En este caso,

Bu=2 Z pisBiine = 2 AjsiBiue (11.10)

j=14d=

es la eficiencia nacional de las erogaciones de inversion con un retraso
del producto de s afios efectuadas en la economia nacional en el aiio t.
Introduzcamos ahora la expresién

n
2 a/i9t¢tAX6u
(R
AX,'"

Esta expresion simboliza el coeficiente de reposicién del incremento
del producto en el sector j de la economia nacional que se obtiene des-
P J
pués de s afos coma resultado de la inversion con un retraso del pro-

Ojst =

(Gi=1412...,n). (11.11)


Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz

Miguel Fragoso Cruz


311 APENDICE 11

ducto de s aiios efectuada en el afio ¢. Usando esta expresion, obtenemos
la eficiencia neta de la inversién con un retraso del producto de s afos
efectuada en el afio ¢ en el sector j de la economia nacional. Represen-
tando esta relaciéon con f'j. tenemos

Bt = Bise(L—ajat) (i = 1,2 ..., 0). (11.12)

De esta ecuacién obtenemos el incremento del producto final que
se genera en el sector j de la economia nacional después de s aios como
resultado de la inversion con un retraso del producto de s afios efec-
tuada en ese sector en el afo ¢ Denotando este incremento con AY st
obtenemos

AYje = Bind*Y (j=12 .. n).

El incremento del ingreso nacional resultante de la inversion con un
retraso del producto de s afos efectuada en la economia nacional en el
afio ¢ es, en vista de la igualdad (114),

AY, =1t 2 Njatfint (11.13)
i=1

Este incremento se obtiene después de s afios.

Introduciendo en el argumento la eficiencia nacional neta de la
inversion con un retraso del producto de s aios efectuada en la eco-
nomia nacional en el afio; es decir,

B'N = ’21 )\i:lﬁ’iu . (1114)

Finalmente tenemos

IN - (11.15)

12. Programacion de la estructura crondlogica y sectorial de la in-
versign. Consideremos un plan de k afios de desarrollo de la economia
nacional. El plan contiene un programa cronolégico y sectorial de la
inversién; es decir, un programa de inversiones I(**) con varios retra-
sos s del producto, efectuadas en los varios sectores de la economia na-
cional j=1,2, ..., nen los afios sucesivos del plan ¢ =1, 2, ...
k — 1. Como el plan dura k afios, podemos planear para el primer aio
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inversiones con retrasos del producto s =1, 2, ..., k—1 aiios; para
el segundo afio del plan podemos planear solamente inversiones con
retrasos del producto s = 1, 2, ..., k—2 afios y asi sucesivamente.
En el peniltimo afio del plan solamente podemos planear inversiones
con un afio de retraso del producto. No se puede planear ninguna in-
versién para el dltimo afio del plan debido a que su efecto no se pre-
sentaria antes de un afo después de que termine el plan (suponiendo
que el retraso mas corto del producto sea de un afio).!*

El incremento del ingreso nacional que se obtiene en el segundo
ano del plan AY, = Y.—Y, resulta de inversiones con un retraso de
un afio efectuadas durante el primer afio del plan. Usando los simbolos
que se introdujeron en la igualdad (11.13), tenemos AY, = AY,,. El
incremento del ingreso nacional en el tercer afio del plan resulta de las
inversiones con retraso del producto de un afio efectuadas en el segun-
do afio del plan y de inversiones con un retraso del producto de dos
afios efectuadas en el primer afio del plan. Este incremento es, por lo
tanto,

AY = aY,. + AY,,.

El incremento del ingreso nacional en el cuarto afio del plan resulta de
inversiones con un retraso del producto de un aio efectuadas en el ter-
cer ano, de inversiones con un retraso del producto de dos afios efectua-
das en el segundo afio y de inversiones con un retraso del producto de
tres afios efectuadas en el primer afio del plan. El incrémento en el cuar-
to afo es, por lo tanto,

AY:\ = AY]S + A}’:g + AY-“ .

Generalizando este argumento, encontramos que el incremento del

13 Esta es una desventaja de la planeacién de inversiones que dura varios
afios y termina en una fecha fija. La desventaja se puede atenuar mediante la
planeacién en cadena; es decir. agregando cada afio un afio mas al plan y mo-
viendo asi la fecha en que el plan termina. Tenemos entonces un plan perma-
nente de k afios en que el programa de inversiones se prolonga cada aiio en un
afio. El autor sugiri6 esta solucién en la primavera de 1956 pero no- se tomé nota
practica de ella. Actualmente este procedimiento ha sido introducido en la Unidn
Soviética. Otro método de contrarrestar esta desventaja es la planeacién a largo
plazo en que el plan se extiende en un peripdo tan largo que no se hacen pro-
gramas detallados de inversion para los ultimos anos del plan.
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ingreso nacional AY, = AY,,, — AY, que se obtiene en el afio (¢+1)
del plan es

t
AY‘ = 2 Ayut-uxo (12.1)

a=1

El incremento del ingreso nacional que se obtiene a través de k
afios; es decir, durante el periodo cubierto por el plan econémico, es
la suma de los incrementos del ingreso nacional en los afios particula-
res. Representando este incremento por

AY=Y,—Y,
luego
k=1
AY = I AY,. (12.2)
t=1

Sustituyendo el valor dado por la igualdad (12.1) podemos escribir la
férmula en la siguiente férmula

k-1 ¢
Aky = E 2 Ayut-nl- (123)

t=18=1

Esta formula muestra de qué manera el incremento del ingreso nacio-
nal obtenido a través de k afios estd determinado por las erogaciones
de inversion con diferentes retrasos del producto efectuadas en los va-
rios afios del plan.

Sustituyendo la igualdad (11.15) en la (12.3), obtenemos

K= t
AY =‘z' S LevrBanimser - (124)
=1 8=1

Este resultado muestra de qué manera el incremento del ingreso na-
cional obtenido a través de k afios depende de la eficiencia nacional
neta de las inversiones con diferentes retrasos del producto efectuadas
en los varios afios del plan.

Sea que

k=1
=21 (12.5)

t=1
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representa las erogaciones totales de inversién efectuadas en la econo-
mia nacional en el curso del plan de k afios.’® Entonces la fraccién
1
Ve = t=12 ..., k—1) (12.6)
indica la parte de estas erogaciones efectuadas en el afio ¢t. Llamaremos
a estas fracciones coeficientes de la estructura cronglogica de la in-
version.
Usando los coeficientes de la estructura cronolégica de la inversion,
encontramos que

k-1 ¢
AkY=I 2 2 Vt-ul ﬁ’ut-uu- (127)

t=18=1
La doble suma de esta expresion es la media ponderada de la eficiencia
neta de las erogaciones de inversion efectuadas en los distintos afios
del plan y la llamaremos eficiencia nacional neta de una estructura

cronolégica dada de la inversion.
Sustituyendo el valor de la igualdad (11.11) en la expresién (12.7).

obtenemos

k-1 ¢ »
AIJY = 1 E 2 2 V!--blk_iuf-u-!pliut-n-l . (12-8)
t=1s=1 j=1
L'sta cxpresion muestra cémo el incremento del ingreso nacional que
se obtiene a través de k afos, depende tanto de la composicién crono-
logica como de la sectorial de la inversion.

Representemos la fraccién que indica qué parte de las erogaciones
totales de inversién efectuadas en el curso del afio k son inversiones
con un retraso del producto de s afios efectuadas en el aiio ¢ en el sec-
tor j de la economia nacional. con

l(f"‘ .
ey (Gi=12..,n;8¢t=12 ..., k—1). (12.9)

Llamaremos a estas fracciones coeficientes de estructura cronolégica y
sectorial de la inversion.

16 Sumamos solamente las erogaciones de inversion para los primeros k —1
aiios del plan pues, de acuerdo con nuestros supuestos, no planeamos erozac.oncs
de inversién para el primer afio del plan. Las inversiones efectuadas en el tltimo
afio del plan no generardn efectos de produccién antes del afio (k+ 1) es decir,
cuando el plan ya haya terminado.
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De las igualdades (11.4), (12.6) y (12.9) obtenemos
yie=Vdjne (j=12,...,n; 5,0 =12, ..., k—1). (12.10)

Los coeficientes de la estructura cronolégica y sectorial de la inversion
son los productos de los respectivos coeficientes de la estructura cro-
nolégica de la inversién y de la estructura sectorial de la inversién, con
un retraso dado del producto, efectuada en un aiio dado.

En vista de esta iltima relacion, la expresion (12.8) se puede es-
cribir en la forma

k-1 k=1 n

12 2 2 ‘/nat-lolp’)ut-au (12~11)

t=18=1 j=1

Representemos ahora con

g = A';Y (12.12)

la eficiencia nacional neta de la inversion total efectuada en el curso
del plan de k afios. Obtenemos

k=1 k=1 n

/3’ 2 2 2 Y}k"-aoyﬁ‘]',t-‘o]- (12.13)

t=1383=1 j=1

Esta expresién muestra la eficiencia nacional neta de la inversion como
una media ponderada de la eficiencia neta de las inversiones con dife-
rentes retrasos del producto efectuadas en los varios afios del plan en
los sectores particulares de la economia nacional. Las ponderaciones en
este caso son los coeficientes de la estructura cronolégica y sectorial de
la inversién.

Como se ve de las igualdades (12.11) y (12.13), para una canti-
dad total dada de erogaciones de inversién / el incremento del ingreso
nacional que se obtiene a través de k afios es mayor mientras mas
grande es el valor de la eficiencia neta de la inversion . Podemos,
por lo tanto, formular un problema, similar al que se discutié al prin-
cipio, de maximizar la eficiencia nacional neta de la inversién. Este
problema consistira en seleccionar los valores de los coeficientes de la
estructura cronoldgica y sectorial de la inversién de manera qae rinda
el mayor valor de £, con la condicién de que cada afio en cada sector
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de la economia nacional, una parte dada del producto final permanezca
para consumo.

Sabemos por el argumento de principios de este escrito que esta con-
dicién se puede suplir con la de que la parte del producto anual de
cada sector de la economia nacional asignada a inversién no exceda
de un cierto limite superior (y también excluida la desinversién). Re-
presentemos con gi: este limite para el producto del sector i en el afio ¢
y con Ii¢, la cantidad del producto del sector i destinada a inversion
en el afio t. Podemos escribir.

0=l:=gi: (=12 ...,0n t=12, ..., k—1)
k=1
Li = 2 Liat, (12.14)
&8=1

que significa que la cantidad del producto final del sector i destinada
el afio ¢ a inversion es la suma de las cantidades del producto destinado
a inversién con varios retrasos del producto.

En vista de la igualdad (12.14) y sustituyendo el valor de la (11.3),
la condicién que establece un limite a las erogaciones de inversion se
puede escribir en la forma

k-1
013 pin=gi (@=12 ....n; (12.15)
8=1

t=12 ..., k—1).

Ahora, en vista de la igualdad (11.10) y, puesto que Bji,: representa
los elementos de la inversa de la matriz (bij,:) para valores dados de
s y t, encontramos, por un argumento similar al utilizado en el caso de

la igualdad (9.5), que

Mist = ’2 bijatBisthjer  (1=1,2, ..., 15 (12.16)
=1
s, t=1,2 ..., k—1)
La condicién (12.15) toma asi la forma
k-t )
O0=1I; > bijstBisthjss =&t (t=1,2. ..., n;
a=1

t=12 ..., k—1).
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Si ahora introducimos los coeficientes de la estructura cronolégica de la
inversion (12.6) y sustituimos el valor de la igualdad (12.10), la ul-
tima condicién se puede finalmente escribir en la forma siguiente

k-t )
0= znb”" BistYise é% i=12...,n; (12.17)
8=

t=12 ..., k—1).

Esta expresion contiene los coeficientes de la estructura cronolégica y
sectorial de la inversién.

El problema de maximizar el crecimiento del ingreso nacional en
el curso de k aios adquiere asi la forma del siguiente problema de pro-
gramacion lineal: seleccionar los valores de los coeficientes de la es-
tructura cronolégica y sectorial de la inversién yj,c de muuera que

k=1 k=1

B':' 2 2 2 Bljul-:u}’jul-s+1 = maximo (12.18)

t=18=1 j=1

a condicién de que

0 = bijstBiatViat §£;"“ (i=12 ..., n; (12.19)
t=12, ..., k—1).
Ademas,
k=1 k-1 n
Sviae=1y vu=0 (12.20

t=18=1 j=1

=12 ...,n; s,t=1,2 ..., k—1),

que resulta de la definiciéon (12.9). También suponemos. de manera
similar al caso de la igualdad (9.21), que

k=1 n
1< 3 2 g, (12.21)

t—=1i=1
ya que, como sabemos, de otra manera la estructura cronolégica y sec-
torial de la inversién estaria determinada de manera inica y no exis-
tiria problema de maximizacién.

Resolviendo este problema obtenemos el programa éptimo para la
estructura cronolégica y sectorial de la inversién. Este programa maxi-
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miza el crecimiento del ingreso nacional durante un niimero dado de
afios, dada una suma total definida de las erogaciones de inversién y
suponiendo un nivel minimo de consumo de varios productos en cada
afio. De esta manera, la programacién de la inversién se puede aplicar
no solamente a la seleccion de su asignacién sectorial éptima —y asi
también de la composicién fisica 6ptima— sino también a la seleccién
de la asignacién 6ptima de las erogaciones de inversién en el tiempo
y la seleccién 6ptima de los retrasos del producto.’”

17 Resulta que, cuando los retrasos del producto se seleccionan de manera
optima, se selecciona un proyecto de inversién con un retraso mayor del producto
solamente si su eficiencia neta de la inversién no es menor que la de un pro-
yecto con un retraso mayor del producto. Como regla se seleccioman retrasos
mayores del producto solamente cuando rinden una eficiencia neta mis alta de
la inversién. Esto es claro intuitivamente pero también se puede. demostrar resol-
viendo el problema anterior de programacién lineal. También se debe mencioffar
que el valor mayor de la eficiencia neta de los proyectos de inversién con un
mayor retraso del producto no es una propiedad tecnolégica caracteristica de tales
proyectos —la “productividad” de periodos més largos de espera que alegan
algunos economistas burgueses, Resulta de la seleccién 6ptima de los retrasos del
producto. Simplemente no conviene seleccionar un proyecto con un retraso mayor
del producto cuando su eficiencia neta de la inversién es menor que la de un
proyecto con un retraso menor del producto.
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