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9.1.

PRIMEROS CONCEPTOS: ESTIMADOR PUNTUAL E INTERVALO
DE CONFIANZA

En los capitulos previos hemos visto determinados modelos de probabilidad o familias de dis-
tribuciones que pueden ajustarse a las observaciones empiricas que se han obtenido acerca de
un fenomeno que estd siendo objeto de estudio. Al proceder asi, suponemos que las caracte-
risticas del fenémeno son similares a las del modelo de probabilidad que hemos escogido. Para
poder proceder a evaluar tales ajustes y, en particular, para poder asignar probabilidades a su-
cesos, hemos de dar valores numéricos a los pardametros que definen la familia de distribucio-
nes de probabilidad utilizada. En este capitulo deducimos, de manera rigurosa, el proceso de
utilizacién de la informacién muestral para asignar valores a los parimetros desconocxdos en
una poblacxon

En primer lugar, estudiaremos la estimacion puntual, procedimiento para asociar un valor
numérico a cada parametro desconocido. En la mayoria de los casos, no nos quedaremos sa-
tisfechos con asignar un valor numérico a cada parametro desconocido, sino que querremos
avanzar mds, proporcionando un intervalo de confianza, lo que constituye otra solucion al
problema de estimacion. Un intervalo de confianza es todo un rango de valores posibles, den-
tro de los cuales se encuentre el verdadero valor del parametro con un determinado nivel de
confianza, fijado de antemano.

Por ultimo, en muchas ocasiones querremos utilizar la informaciéon muestral para contras-
tar un valor numérico determinado para un parametro desconocido. Por ejemplo, un doctor
que quiere analizar la efectividad de un medicamento para regular la presion sanguinea querra
contrastar si la presion sanguinea media de un grupo de enfermos bajo tratamiento es igual o.
por el contrario, inferior, a la presion sanguinea media de un grupo de control al que no se ha
suministrado el medicamento. Se tratard, por tanto. de estimar el valor esperado de la distni-
bucion de los valores de presion sanguinea media de ambos grupos de pacientes, los que han
estado o no bajo tratamiento, y querremos contrastar si las esperanzas matematicas en ambos
grupos son iguales. Analizaremos la contrastaciéon de hipdtesis estadisticas en el Capitulo 10.
reservando el presente capitulo al estudio de la estimacién. Ambos constituyen los procedi-
mientos de la inferencia estadistica.

Un pardmetro es una constante desconocida: asi, los parametros que aparecen en las fun-
ciones de densidad o de cuantia de la distribucion que ajustamos a una determinada muestra.
son constantes, pero generalmente desconocidas. Por ejemplo, aunque supongamos que la dis-
tribucién de la renta de las familias espanolas tiene distribucién N(u.07), desconoceremos los
valores numéricos de ambos parametros. El investigador querra disponer de procedimientos
mediante los cuales asignar valores numéricos a 4 y ¢ si dispone de una muestra de 1.000
familias, cada una de las cuales ha declarado su renta. Trabajando con muestras no experi-
mentales, como es el caso en Economia. nunca averiguaremos el verdadero valor numérico de
los parametros desconocidos, a diferencia de lo que ocurre cuando realizamos pruebas con un
determinado disefio experimental, cuyos parametros son controladds por el mvesugador
Nuestro objetivo, por tanto, estriba en estimar los valores paramétricos de Ia distribucion de
probabilidad de la que se extrajo la muestra de que disponemos. Para ello asociamos a cada
parametro desconocido un estadistico muestral. Un estadistico es una funcion de las observa-
ciones muestrales: la media y la varianza muestrales son estadisticos. También lo son la me-
diana de los valores numéricos observados en la muestra, su minimo o maximo, el primer va-
lor recogido, etc. Cuando decidimos asignar a un parametro desconocido el valor numeérico
que toma un determinado estadistico muestral, decimos que dicho estadistico es un estimador
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del parametro poblacional. El valor numérico del estimador en una muestra concreta consti-
tuye una estimacion del parametro.

En un proceso de estimacion efectuamos, por tanto, dos aproximaciones. En primer lugar,
hacemos un supuesto acerca de la familia de distribuciones de probabilidad que gener¢ la
muestra. En segundo lugar, se asigna un valor numérico, mediante un estimador, a cada uno
de los parametros desconocidos que caracterizan dicha familia de distribuciones.

En principio, la definicién de estimador es bastante flexible, por cuanto que lo es cualquier
estadistico, es decir, cualquier funcién de las observaciones muestrales. Sin embargo, es facil
apreciar que la mayoria de los posibles estadisticos, utilizados como estimadores, son muy po-
~ bres. Por ello, dedicamos buena parte de este capitulo a definir las propiedades que conside-
ramos deseables para un estimador. En general, dado un problema de estimacién, pocos esta-
disticos satisfardn las propiedades deseadas. Se trata, por consiguiente, de encontrar, para cada
problema de estimacién, la expresion analitica del estadistico o estimador que satisface unas
ciertas condiciones.

Supongamos, por ejemplo, que un investigador quiere hacer un estudio de las alturas de
los hombres y mujeres mayores de 25 afios, de una determinada ciudad, para lo que acude
a una céntrica plaza, donde pregunta la altura de las primeras 1.000 personas con dicha
condicién, de las cuales 520 resultan ser hombres y 480 mujeres. Tiene asi dos muestras:
X = {x1, X2, ..., X520}, € Y = {1, V2, ..., Vago} de las tallas de hombres y mujeres, que puede
utilizar por separado, o conjuntamente. Puesto que cree a priori que la altura de los hombres
es algo mayor que la de las mujeres, y quiza estd interesado en contrastar posteriormente tal
hipotesis, utiliza las dos muestras por separado.

En primer lugar, debe decidir el objeto de su estudio: supongamos que el investigador de-
cide estimar la altura media de la poblacién, es decir, la esperanza matematica de la distribu-
cion de alturas de cada grupo y también la varianza de cada distribucién. Se trata, por tanto,
de estimar la esperanza matematica u,, es decir, la altura media de los varones, para luego ha-
cer lo mismo con la distribucién de alturas de las mujeres. En segundo lugar, ha de hacer un
supuesto acerca del tipo de distribucion de probabilidad que sigue la variable aleatoria objeto
de estudio: Altura de los habitantes varones, mayores de 25 arios, en dicha ciudad. Suponga-
mos que el investigador considera que los valores numéricos que toma dicha variable pueden
aproximarse por una distribucion N(u,0?). En tal caso, cualquier funcién de los 520 valores
observados x;, es decir, cualquier operacion que efectue con las alturas observadas en los hom-
bres, es un estimador potencial de ;. También tendrd que estimar la varianza 07 aunque, por
simplicidad, nos concentramos en la estimacion de yy.

Para ello, el primer registro muestral de este tipo, es decir, la altura observada al primer
varon, x,, siendo una funcién de las observaciones muestrales, es un posible estimador. Sin
embargo, intuimos que sus propiedades no seran muy buenas, pues el primer transetnte a quien
preguntamos pudo ser una persona de 2,05, o de 1,55, valores posiblemente no muy represen-
tativos del parametro que queremos estimar. Al construir un estimador queremos, por tanto,
utilizar el maximo de informacién muestral, no restringirnos a una parte de ella, pues ignorar
informacioén disponible puede no ser eficiente, en un sentido que haremos concreto mas ade-
lante. La suma de las 520 observaciones utiliza toda la informacion muestral, pero seria un
pésimo estimador, que no se corresponde tampoco con el pardmetro y, esperanza matematica
de la altura de los varones mayores de 25 aros. Si dividimos dicha suma por 520, el numero
de observaciones muestrales, tenemos un estadistico conocido, la media muestral, que ense-
guida reconocemos como un estimador potencialmente interesante de la esperanza matema-
tica.

Supongamos que la media muestral obtenida entre las tallas de los varones, 1,82, es utili-
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9.2.

9.2.1.

zada como estimacion de u, del mismo modo que la media muestral similar obtenida para las
480 mujeres, 1,74, es utilizada como estimacion de u,. También podria pensarse en asociar
los valores numeéricos obtenidos para las varianzas de las muestras de alturas de hombres y
mujeres, a los pardmetros o} y a2, Si, posteriormente, procedemos a calcular una estimacion
por intervalo, obtendremos resultados del tipo: /a estimacion de la altura de los varones ma-
yores de 25 anos en la ciudad es de 1,82 y, con una confianza del 95 %, estd situada entre 1,74
y 1,90; la estimacion puntual de la altura media de las mujeres mayores de 25 anos, en la ciu-
dad objeto de estudio, es de 1,74 y, con una confianza del 95 %, estd en el intervalo (1,68, I.80).
Si el investigador quiere contrastar si la altura media de los hombres es superior a la de las
mujeres mayores de 25 afios, en dicha ciudad, tiene un problema, puesto que, si bien la esti-
macién puntual de la primera es claramente superior a la de la segunda, ambos intervalos de
confianza del 95 % tienen una parte en comun. El problema seria mas sencillo si los intervalos
hubiesen sido: (1,79; 1,85) para los hombres y (1,71; 1,77) para las mujeres, pues los valores
que creemos posibles, con una confianza del 95 % para la altura de los varones no compren-
den ninguno de los valores del intervalo de igual confianza obtenido para las mujeres. Con-
cluiriamos entonces que la altura de los varones es significativamente superior a la de las
mujeres. '

Comenzamos describiendo en este capitulo algunas de las propiedades que son deseables
para un estimador, para analizar posteriormente algunos de los procedimientos para la obten-
cion de estimadores.

Como vamos a tratar simultineamente la estimacion de parametros tanto en distribucio-
nes de probabilidad discretas como continuas, necesitamos una notacion genérica que nos per-
mita discutir cualquiera de estos problemas de estimacion. -Representaremos indistintamente
por X = {x1, X2, ..., Xsg o por Y = {y\, y2, ..., ¥} muestras de tamaio 7, y usaremos la notacion
comun: f(x,/6) o f(y;/6) para denotar, tanto la funcién de probabilidad en el punto x; 0 y, en
el caso de distribuciones discretas, como la funcion de densidad en dicho punto, en el caso de
tratar con distribuciones continuas. )

Denotamos por 8 el parimetro que se desea estimar, y por 8 un estimador del mismo. Como
9 es un estadistico, es decir, una funcion de los elementos muestrales, su valor numérico es-
pecifico depende de la informacion muestral y variaria si tomdsemos otra muestra diferente de
la misma poblacion. Un estimador es, por tanto, una variable aleatoria, no un pardametro. y
nos vamos a preocupar de caracterizar la distribucion de probabilidad a la que obedece 0, asi
como de calcular su esperanza matematica y su varianza. Si 6 fuese constante, su esperanza
matematica seria su valor numérico observado en una muestra cualquiera, y no variaria al to-
mar otra muestra diferente, y su varianza seria cero.

PROPIEDADES DE UN ESTIMADOR

Estimador insesgado

Parece razonable el requerimiento de que la distribucion de probabilidad del estimador utili-
zado esté centrada alrededor del pardmetro que pretendemos estimar. Es decir, queremos que
el valor numérico del estimador, si se calcula en distintas muestras, no esté sistemdticamente
por debajo o por encima del verdadero valor, desconocido, del parametro que se estima. Un
modo de concretar esta idea es:
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Definicién 9.1. Sea X = {x), x5, ..., X,} una muestra aleatoria simple extraida de una
distribucién de probabilidad dependiente de un pardmetro 6 cuyo valor se quiere esti-
mar. Sea § = &(X) = g({x1, X3, ..., Xx}) un estimador de 6. Decimos que  es un esti-
mador insesgado de 6'si: E() = 6. Cuando un estimador no es insesgado, decimos que
es un estimador sesgado. El sesgo de un estimador es la diferencia entre su esperanza
matemdtica y el verdadero valor del parametro que se pretende estimar:
Sesgo(®) = EB) — 6.

¢Cudl es el significado de esta propiedad? Supongamos que se han extraido muchas mues-
tras independientes de una misma distribucion de probabilidad, y que en cada una de ellas
calculamos el valor numérico del estimador 8, es decir, la estimacion de 6. A pesar de utilizar
siempre el mismo estadistico como estimador, su valor numérico diferira de unas muestras
a otras. Pues bien, si el estimador es insesgado, su distribucion de probabilidad, que podria-
mos aproximar mediante un histograma de frecuencias, al ir calculandolo en diversas mues-
tras, tendra como esperanza matematica 6, el verdadero valor numeérico, desconocido, del
pardmetro que se pretende estimar. La propiedad de insesgo garantiza que el promedio de
los valores numéricos de las estimaciones que se obtendrian con todas las muestras posibles
de un tamario n coincidiria con el verdadero valor de 6, pero es imposible obtener todas las
estimaciones posibles. Lo que es importante, sin embargo, es reconocer que la propiedad de
Insesgo no garantiza nada acerca de si la estimacion obtenida a partir de una iinica muestra
se halla cerca o lejos del verdadero valor de 6. Esta consideracion es especialmente relevante
en Economia, donde, a diferencia de las ciencias experimentales, s6lo disponemos, general-
mente, de una muestra a partir de la cual obtener estimaciones de los parametros descono-
cidos.

Ejemplo 9.1. Para determinar la implantacién de un canal privado de television en un deter-
minado municipio. se quiere estimar la proporcién p de hogares que reciben dicho canal. Para
ello. se visita una muestra de 1.275 hogares, preguntando si la familia es subscriptora del canal,
obteniendo 345 respuestas afirmativas, y 930 respuestas negativas. El modelo de probabilidad
que parece adecuado para este estudio es el de representar cada hogar por una variable de Ber-
nouilli Y, B(1,p) siendo p el parametro que queremos estimar. La variable Y toma el valor
y: = 1sila familia estd suscrita al canal de television, e y; = 0 en caso contrario, aunque tam-
bién podria definirse al contrario. Un «éxito» en la prueba consiste, en este caso, en estar sus-
crito al canal, y el nimero de éxitos, suma de las variables y,, tiene distribucion B(1275,p).
Supongamos que tomamos:

P =137

i=1

como estimador de p. Dada la naturaleza dicotémica {0,1} de la variable y;, en el numerador
tenemos el total de hogares que en la muestra han resultado ser suscriptores del canal. Al di--
vidir por 1.275, estamos calculando la media muestral de las y; que, en este caso, coincide con
el numero de suscriptores en la muestra dividido por el tamafio muestral, es decir, /a propor-
cion de hogares muestrales que son suscriptores del canal de TV. Tenemos:
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_ L N 1275 | s
E(p) = E(ﬁg‘ :-zl Yi) = —1275—5(2 Yi) =175 g E(y) =
| s

1
1275 ,._zl”= 1275

(1275p) =p

donde hemos utilizado el hecho de que la esperanza matematica de una variable aleatoria
Y ~ B(1.p) es precisamente igual a p. En consecuencia, la proporcion muestral, que se obtiene
como la media muestral de las variables y;, es un estimador insesgado de la proporcion pobla-
cional de hogares suscritos al canal de TV, que queriamos estimar.

La proporcién muestral no es el Gnico estimador insesgado de p. Supongamos que, ca-
vendo en el defecto antes mencionado de ignorar una buena cantidad de informacién mues-
tral. utilizamos el resultado del primer hogar encuestado, como estimador p, de p. Es decir.
estimamos p» = 100 % si y, = 1 (el hogar resultd ser un suscriptor) y porp; = 0% iy =0
(el hogar resulté no ser suscriptor). Es claro que y; no es tan buen estimador de p como la
proporcion muestral, pues da origen tan solo a dos valores posibles extremos, pr=100%y
p> = 0 %. Sin embargo. €s un estimador insesgado, pues por ser y; una variable B(1.p), tene-
mos: E(p) = E(») = p. Este ejemplo ilustra que la ausencia de sesgo, por si sola, no garantiza
que un estimador sea aceptable.

Generalmente vamos a encontrar una situacion como la anterior: Para resolver un problema
de estimacion, disponemos de varios estimadores insesgados, alguno de los cuales deberia ser
preferible a los demds. Solo si incorporamos criterios adicionales ademas del de ser insesgado.
podremos seleccionar de entre todos los estimadores insesgados, alguno como preferido.

Por otra parte, hemos de tener presente que determinar que un estimador es sesgado pue-
de conducirnos a un estimador insesgado: supongamos que 0 es un estimador sesgado de f:
E@®) = 0 + a, y que podemos cuantificar la magnitud del sesgo a; entonces, el nuevo estima-

dor 8’ = 6 — a es insesgado. En otras ocasiones, podemos cuantificar que: E(6) = k6 con
k # 1. En tal caso, el estimador & = (1 k)8 es insesgado. Ello significa que, conocer el sesgo
de un estimador no debe hacernos rechazarlo, puesto que nos puede permitir obtener otro ¢s-
timador que sea, a diferencia del primero, insesgado.

Un caso de especial importancia es el de la estimacion de la esperanza matematica de
la poblacion de la que se extrajo una muestra aleatoria simple. En el caso en que la pobla-
cion sea N(u.0°), ya sabemos [Teorema 8.7] que la media muestral sigue una distribucion
N(u.0%/n), de modo que: E(X) = u, por lo que la media muestral es un estimador insesgado
de la esperanza poblacional, 4. En realidad, éste no es un resultado especifico de la distribucion
Normal. Al contrario, el siguiente teorema prueba que €s valido con total generalidad.

Teorema 9.1. Para estimar la esperanza matematica u de una distribucion de probabilidad.
la media muestral X de una muestra aleatoria simple es siempre un estimador insesgado.

Demostracion. En efecto, por definicion de esperanza matemdtica de una distribucion de
probabilidad. tenemos que, para cualquier elemento muestral: E(x,) = u. Por tanto:

n

S LI IV DL LIRS S
E(.x)—E[an,]- ngE(x, = ngu— —n =

i=1

resultado que ya conocemos de la Seccion 8.2.
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Teorema 9.2. Cuando se conoce el verdadero valor de la esperanza matematica. el estadis-

. . 1 < . . .
tico: 0° = — Z (x; — u)?, calculado en una muestra aleatoria simple. es un estimador inses-
i=1

gado de la varianza poblacional ¢” en cualquier distribucion de probabilidad.

Demostracion.

.5 ]"‘ 2_1" A 2_]”3_1 2 2
E(o)—E[7Z(“‘i“/‘) ]—YEE(A,—[I) _71-20 = no- =0

=1 i=1

Esta proposicion, interesante desde el punto de vista teérico apenas tiene, sin embargo. re-
levancia practica, por cuanto en el trabajo aplicado se desconoce el valor numérico de la es-
peranza matemadtica 4. Por tanto, no es posible obtener el valor muestral del estadistico ¢°.
Debe notarse que este estadistico no es la varianza muestral, pues aparece u, no la media mues-
tral. restando de cada observacion Xx;. El resultado siguiente nos proporciona un resultado de
mayor utilidad practica.

Teorema 9.3. La varianza muestral es un estimador sesgado de la varianza poblacional. La
cuasivarianza muestral es un estimador insesgado de la varianza poblacional.

Demostraciéon. En primer lugar, si extraemos una muestra aleatoria simple de una poblacion
.. . 2l . .
con esperanza matemadtica y y varianza ¢-, ambas finitas, se tiene:

-

EG) =0+ EF®) = Var(®) + [E®) = '%-' + 4

n
Z (x; — X)? tiene esperanza matematica:

i=1

E(s’) = E[—n—'-—ﬁ(x, - 3-)3] - ] E[i(x% - 2XX + .‘x?)] =
= el i=1

n—

por lo que la cuasivarianza muestral s* = 7
n-—

n-—1

N E[ixf xS x4 nx3]=
=1 1=1

-1 E[zx% — 2X(n®) + n32]= L S EG) - nEG) =
- i=1 T el

2 2

m-1)o =g¢

— 1 2 2 02 2 _ 1 2 2 1
~”_][n(o +u)—n( P +u)]—n_l(na = 0)=——7
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9.2.2.

Que la varianza muestral es un estimador sesgado de la varianza poblacional se deduce de
la relacién entre varianza y cuasivarianza muestrales. En efecto:

2 n—1 ,| n-1
E(S)_‘E[ - s]_ p E(s

Estos resultados son de suma utilidad, precisamente por ser validos para cualquier distri-
bucion de probabilidad con momentos finitos: la media muestral es siempre un estimador in-
sesgado del pardmetro- poblacional bdsico, la esperanza matemadtica, mxentras que la cuasiva-
rianza muestral es un estimador insesgado de la varianza poblacional.

Disponemos, por tanto, de estimadores insesgados de la esperanza matematica y varianza
poblacionales de cualquier distribucion de probabilidad, pero ello no excluye la existencia de
otros estimadores asimismo insesgados {como enseguida veremos en algunos ejemplos]. Se hace
preciso introducir criterios adicionales para seleccionar un estimador. Entre los estimadores
insesgados, aquél de menor varianza tendrd mayor masa de probabilidad en un determinado
entorno del parametro desconocido 6. Este es el concepto de eficiencia de un estimador y pa-
rece un cnterio de selecciéon razonable. No podemos excluir tampoco el uso de un estimador
sesgado, pues si su varianza es reducida, su distribucion tendra una masa importante de pro-
babilidad en la proximidad de 8 [Menor Error Cuadrdtico Medio]. Por ltimo, puede prefe-
rirse un estimador que en una sola muestra se aproxime en un cierto sentido al parimetro des-
conocido [consistencial.

Eficiencia de un estimador

Habiendo comentado acerca de la limitacion que supone trabajar con una sola muestra. pa-
samos ahora a caracterizar una propiedad de un estimador que, de cumplirse, proporciona
ciertas garantias de que su valor numérico, incluso en una sola muestra, no se alejara de-
masiado del verdadero valor del parimetro que se pretende estimar. Denominaremos efi-
ciente a un estimador insesgado que tenga una varianza minima, en un cierto sentido que
concretaremos a continuacidn. Teniendo la menor varianza posible, que su valor numérico
se aleje del centro de su distribucion que, por ser insesgado, coincide con el verdadero valor
(desconocido) del parametro que se pretende estimar, es un suceso de probabilidad reducida.
Al menos, podremos decir que es el estimador para el que dicho suceso ocurre con una me-
nor probabilidad.

Definicién 9.2, Sean 8. y H» dos estimadores insesgados de un parametro desconocido 6.
Decimos que 6, es mds eficiente que 6y, si: Var(6) > Var(9.) La eficiencia relativa de 6,
respecto de 92 en una muestra se mide por el ratio: Var(Oa)/ Var(@l) ‘
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En el caso de Ics dos estimadores p, y pz que propusxmos en el sondeo de audiencia televi-
siva, tenemos:

1 1275 1275 1 1275
Var(p,) = Var[ 1375 Zy,]: -———,-(1275) ar(z )) (1275) Z Var(y,) =

=1

1 & (1275)p(1 = p)  p(1 — p)
= 12757 §P“*p’= 27157 -~ 1275

mientras que:
Var(p;) = Var(y,) = p(1 — p)

donde hemos utilizado el hecho de que'la varianza de una variable B(1,p) es igual a p(1 — p),
asi como la propiedad de que la varianza de una suma de variables aleatorias independientes
es igual a la suma de sus respectivas varianzas.

Vemos que la eficiencia de la proporcion poblacional, en relacion a la del primer elemento
muestral, utilizado como estimador, es: Var(p,)/Var(p.) = 1.275 en esta muestra. El primer
estimador es preferido al segundo por ser relativamente mas eficiente (es mas de 1.000 veces
mas eficiente).

Que dos estimadores msesgadosB. y(% con Var(()l) < Var(()z) puedan ordenarse de acuerdo
con su eficiencia relativa implica que el primero es preferible al segundo, pero no que sea un
estimador suficientemente bueno, pues podria encontrarse otro estimador 65 con una varianza
inferior a Var(,). Asi, la cuestion natural cuando tratamos de estimar un parametro poblacional
60 de una determinada familia de distribuciones es: ;existira un estimador insesgado que sea re-
lativamente mas eficiente que cualquier otro estimador insesgado que podamos considerar?
Contestaremos enseguida a esta cuestion, pero antes necesitamos introducir un concepto impor-
tante, el de cota minima para la varianza de un estimador.

Dada una muestra X = {x,, x3, ..., X,}, extraida de una poblacién con funcién de probabili-
dad f(x.6), denotemos por L(X) = L({x, X2, ..., Xn, 6}) 0 L(X;0) la funcion de probabilidad
muestral conjunta. Esta funcion admite una doble interpretacion, que le confiere una naturaleza
u otra. Si consideramos unos valores paramétricos 6, desconocidos o no, tenemos la probabili-
dad de extraer una muestra, fijados unos determinados valores paramétricos, y podriamos com-
parar las probabilidades de dos muestras diferentes, para tales valores paramétricos. Dichas pro-
babilidades serdn diferentes si cambiamos los valores de 6 que hemos fijado. Alternativamente,
si tomamos los elementos muestrales como fijos, y consideramos todos los valores posibles de
los parametros, tenemos la funcion de verosimilitud que, dada una muestra, va variando segin
vamos cambiando el valor de 6. La funcion de verosimilitud es una funcién de los valores
paramétricos 6.

~Definicién 9.3. Dada una muestra X = {x,, X3, .., X}, extraida de una poblacién con
funcién de probabilidad f(x,0), 1a funcion de verosimilitud L(6/X) = L(6/x,, X2, ..., X») €8
la funcién que se obtiene al fijar los valores muestrales {x;, X3, ..., X} y variar &

L(O/X) = L(6/x1, Xay oy Xn) = P(O/X = X1, X =3, ooy X =)
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Teorema 9.4. Seaﬁé un estimador de un pardmetro poblacional 6 desconocido, con sesgo igual
a b(0), es decir: E() = 6 + b(0). La varianza de 0 satisface:

H+v@O]
dlnL (X; 0) \?
5(=52)

Var(d) >

9.1

La demostracion es compleja, por lo que no entramos en su discusion.

Cuando la muestra es aleatoria simple, entonces la funcion de probabilidad_‘muestral es, por
la independencia en el muestreo, igual al producto de los valores de la funcion de densidad teo-
rica en cada elemento muestral, pero todos ellos tienen igual distribucion, de modo que:

anLX;0V [0, (.ol _ o[98 Y (alnfeo)y
E(T) = E[@ln(gf(x,,e))]z = E(E(—}n [f(x:0)] ) = nE(T)

En consecuencia, se tiene para cualquier estimador 6 que:

[1+6(0)]
nE( olnf(x;6) )'
200

(9.1

Var(6) >

La cota (9.1) es valida para cualquier estimador obtenido en cualquier tipo de muestra. Sin
embargo, en-un tipo de muestreo genérico, obtener la expresion de la funcion de verosimilitud
y su esperanza matemadtica puede ser sumamente complejo. Cuando el muestreo es aleatorio
simple, la cota minima para la varianza se simplifica a la expresion (9.2).

El siguiente teorema, que es un corolario del anterior, proporciona uno de los resultados mas
importantes en inferencia estadistica, pues proporciona la menor varianza posible de un esti-
mador insesgado. Si un estimador insesgado tiene una varianza igual a la proporcionada por este
teorema, podremos estar seguros de que no existe otro estimador insesgado con una varianza
‘menor. Diremos entonces que es un estimador eficiente. :

Teorema 9.5. (Desigualdad de Cramer-Rao). Sea X = {xi, X,..., X,} una muestra aleatoria
simple de una distribucién de probabilidad poblacional representada por la funcion de den-
sidad f(x;0), que tiene derivadas primeras continuas, excepto en un numero finito de pun-
tos. Supongamos asimismo que el conjunto de puntos en que f{x;60) #0 no depende de 6.
Sea 0 = h(X) = h ({x1, X2,..., X»}) un estimador insesgado del parametro 6. Entonces se tiene:

Var(9) > — ! = L

alnfix;0) \ alnf(x;0)
n 5 (——————néﬁ(; ))ﬂx;e)dx nE(—————ng((; ))

— o0
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Si la funcién de densidad tiene derivadas segundas continuas, entonces se tiene;

d lnf(x;’(?) 2 : & Inf(x;6)
o2 s 2ngen)

por lo que la cota de Cramer-Rao puede también escribirse:

| 1

Var(6) > = =
SZnfix:0) . &% In f(x:0)
—nf—wz—f(A,G)d\ -nE %

—oc

siendo en unas ocasiones mds sencillo calcular una que otra, y viceversa.

En estimadores insesgados. la cota de Cramer-Rao depende tan sélo de dos factores: 1) el
tamano muestral », y 2) la densidad de probabilidad de la familia con la que se trabaja. La cota
afirma que hay una cantidad minima de imprecisién (varianza) asociada a trabajar con una cierta
cantidad de informacion (tamafo muestral) procedente de una determinada familia de distri-
buciones de probabilidad.

Ejemplo 9.2. Si tenemos una muestra aleatoria simple de una poblacion de Bernouilli, ten-
dremos elementos muestrales que son, 0 o 1. La funcién de probabilidad de cada uno de
ellos es:

fo/py=p--p' r=01 . 0O0<p<]

!

Ya hemos probado [Ejemplo 9.1] que la proporcion muestral, que coincide con la media
muestral en este caso. es un estimador insesgado de la proporcion poblacional p. Su varianza
es:

n

ZJ’" n

. = 1 z 1
Var(p) = Var( ’11 ) =z Va > J'f) =7 > Var(y) =
=1 I

-1

ip(l _p=tpdi-p _ p0-p)

1
-
nt 5 n n

Calculemos ahora el valor minimo que puede tomar la varianza de un estimador insesgado
p segun aparece en el teorema anterior. En primer lugar:

Inf(yi/p) = yiIn(p) + (1 — y)In(l — p)
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de modo que:
olnflysp) _ v _1-w
op p l-p
o’ In f(y:;p) - _ Yi 1 -y
d 7 (1-p)

y tomando esperanzas en la segunda derivada:

I;.[ﬁzlnf(y,-;p)]= _p_l=-p _
G 7 U=-p " pl-p

—

de modo que, de acuerdo con el teorema, se tiene, para cualquier estimador insesgado p:

p(l1 —p)
n

Var(p) =

siendo el término de la derecha, por tanto, la menor varianza que posiblemente puede tomar
un estimador insesgado de p.

Ahora bien, acabamos de probar que la varianza de la proporcion muestral, estimador in-
sesgado de la proporcién poblacional p es, precisamente: p(1 — p)/n, de modo que este esti-
mador tiene la minima varianza posible entre todos los estimadores insesgados.

Ejemplo 9.3. El logaritmo de la funcion de densidad N(u;0°) es:

L

Inflx:u,0%) = — 5

Ing?> = In (\vZ_n) - ’—;z—(x — uy?

a partir de la cual, tenemos:

dlnflxipo’)  x-—u

ou o-

y, por tanto:

A2\ 2 2
E(alnf(x,u.a )) _ E((x — ) )= Var(x) o

1
ou (02)7 (02)2 = o =-7

y la cota de Cramer-Rao resulta ser:

1 Lz
dlnflewed)yY 1 T on
e ETE)

pero ésta es, precisamente, la varianza de la media muestral, que es un estimador insesgado de
la esperanza matematica u.
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Definicién 9.4." Un estimador insesgado ® de un pardmetro poblacional desconocido
6 se dice eficiente si su varianza es tan baja como la cota de Cramer-Rao:

1 ‘ 1
Var(6) = - =
31nf(x;;0) &’ Inf(x;6)
"E(—a—o_) -nE(T)

La eficiencia de un estimador insesgado 6 se define como:

1

dInf(x;0) ¥
nE(—-———————ao )

Var(0)

‘Eficiencia(8) =

stendo siempre inferior a 1.

Como consecuencia del andlisis que efectuamos en el Ejemplo 9.2, la proporcion muestral
es un estimador eficiente de la proporcion poblacional. Asimismo, por el Ejemplo 9.3, la media
muestral es un estimador eficiente de la esperanza matematica en una poblacion Normal.

R. A. Fisher, un gran estadistico contemporaneo, propuso utilizar como indicador de la
informacién que una muestra contiene respecto a un parametro, la funcién: é In L(X;8)/06,
que refleja el modo en que varia la funcién de probabilidad conjunta muestral al variar los
valores de dicho pardmetro. Puede probarse que este indicador, que es una variable aleatoria,
tiene esperanza matematica igual a cero. Si, cambiando el valor de 6 no varia la funcién de
probabilidad, entonces diriamos con toda justificacién que la muestra no contiene ninguna
informacion acerca de 6. Para medir la cantidad de informacién, Fisher sugirié utilizar la va-
rianza del indicador propuesto, llamandose informacion de Fisher 1(8):

3InL(X:6) _ .(2InL(X;0) )’
36 B 96

1(0) = Var(

donde la igualdad proviene del hecho que la derivada parcial tiene esperanza nula.
Puede probarse que:

p(2IMLX:0)Y _ (& InL(X;6)
36 367

y, con una muestra aleatoria simple:

dInLX;0) Y (3lnfix;0)Y
(i} (g
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de modo que:
2 : a2 s .
10) = _E(i_lﬂ_a%g’fﬁ)_)z nE(alné(ex,O)) _ _nE(a ma{)(x,e))

Para que estos indicadores tengan plena justificacién, es preciso que se satisfagan unas pro-
piedades de regularidad:

1) el soporte de la distribucion de probabilidad no depende del pardmetro 8 que se estima,

2) existen las dos primeras derivadas de la funcién de probabilidad muestral respecto de 6.

3) pueden intercambiarse las propiedades de derivacion e integracion (en el caso conti-
nuo), o derivacion y suma (en el caso discreto).

Si no se cumplen estas condiciones, entonces no se tienen las equivalencias que estamos
usando entre la esperanza del cuadrado de la derivada y la esperanza del hessiano de la funcion
de probabilidad muestral, de modo que todo lo anterior deja de ser valido.

Ejemplo 9.4. En una muestra aleatoria simple de una poblacion N(u;¢%), 1a cantidad de in-
formacion acerca del parametro u es I(u) = n/a? [ver Ejercicio 9.10], que aumenta con el ta-
mano muestral, y es menor cuanto mayor sea la varianza de la poblacion. Ambos efectos coin-
ciden con la idea intuitiva de contenido informativo de una muestra.

Podemos ahora volver a examinar el concepto de eficiencia: el denominador de la cota de
Cramer-Rao es, precisamente, la informacion de Fisher. La cota afirma, por tanto, que cuanto
menor sea la informacion, mayor sera la varianza y, con ella, la imprecision del estimador in-
sesgado de minima varianza y reciprocamente, cuanto mayor sea la informacién de Fisher.
menor serd la imprecision asociada al estimador insesgado de minima varianza.

Definicién 9.5. Dado el conjunto U formado por todos los estimadores insesgados de
un pardmetro poblacional 8, se dice que el estimador insesgado 8 es el estimador inses-
gado de minima varianza si se tiene:

Var(0) < Var(@") paratodo en U

De modo andlogo puede definirse el estimador de minima varianza dentro de una clase
cualquiera de estimadores. La familia de los estimadores insesgados es especialmente intere-
sante, y es la inica que consideramos aqui.

Hay que hacer notar que los conceptos de varianza minima y eficiencia no son equivalen-
tes. Si la varianza de un estimador insesgado alcanza la cota de Cramer-Rao, entonces nece-
sariamente dicho estimador serd de minima varianza dentro de la clase de estimadores inses-
gados. Ya hemos probado que la proporcion muestral es un estimador eficiente de la proporcién

poblacional, y es también, por tanto, un estimador insesgado de varianza minima de p. Sin

embargo, el reciproco no es cierto: existen casos en que ningun estimador insesgado alcanza la
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cota de Cramer-Rao y, por tanto, ninguno es eficiente o de minima varianza. Sin embargo,
generalmente existe en dicha situacion, un estimador insesgado que, aun teniendo varianza
superior a la cota de Cramer-Rao, es igual o inferior a la de cualquier otro estimador inses-
gado, por lo que dicho estimador es de minima varianza, dentro de la clase de los estimadores
insesgados.

Error Cuadratico Medio de un estimador . P

Ya hemos comentado que, en todo rigor, la ausencia de sesgo en un estimador sélo significa
que, cuando éste se calcula, utilizando diversas muestras, su promedio tiende a estar proximo
al verdadero valor del parametro desconocido. Sin embargo, calculado a partir de una sola
muestra, como es la situacién habitual en el trabajo practico de inferencia estadistica en Eco-
nomia, su valor numérico puede estar cerca o lejos del verdadero valor de 6. La desviacion
tipica del estimador, es decir, la raiz cuadrada de su varianza, es la tinica indicacion acerca de
la distancia media a la que esperamos que esté cada estimacién del verdadero valor de 6. En
definitiva, cuando se dispone de una sola muestra, no es obvio que la ausencia de sesgo sea
una propiedad crucial.

Analicemos el problema de esta manera: la cota de Cramer-Rao que antes vimos nos pro-
porciona la menor varianza posible de un estimador insesgado de 6. Ahora bien, es perfecta-
mente posible que dispongamos de un estimador sesgado de 6, pero con una varianza inferior
a la cota de Cramer-Rao. ;Es evidente que debamos preferir el estimador insesgado, con ma-
yor varianza, que el estimador sesgado, que tiene una varianza inferior? )

Salvo que tuviésemos multiples muestras en que calcular valores numeéricos de € para luego
promediarlos, la respuesta es que no es evidente que debamos preferir el estimador insesgado.
En definitiva, como el mismo interrogante sugiere, se trata de ponderar conjuntamente el po-
sible sesgo con la varianza, de modo que, englobando ambos en una sola medida, pueda esta
aplicarse a todo tipo de estimador, para escoger uno como preferido a otro.

Definimos el Error Cuadrdtico Medio de un estimador, y lo denotamos por ECM(O) o,
simplemente ECA{:

ECM@) = E[6 - 6)]

Teorema 9.6. a) El ECM de todo estimador es igual a su sesgo al cuadrado, mas su varianza.
b) Si un estimador es insesgado, entonces su ECM coincide con su varianza.

Demostracion. a) en primer lugar:
ECM(6) = E[(6 — 6)’] = E[[(8 — E8)) + (E(B) — 6)] =
= E(0 — E(0)) + E(E(8) — 6)* + 2E[(6 — E(®)) (E) - 6)] =

= Var(8) + (E(8) — 6)? + 2(E(8) — 6) E[6 — E(0)] = Var(#) + [Sesgo(8))?

donde hemos utilizado que: E[9 - E(@)] = E(@) — E(0) = 0, asi como la definicion de sesgo,
como diferencia entre la esperanza del estimador y el verdadero valor (desconocido) del para-
metro que se pretende estimar.
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b) si un estimador es insesgado, su sesgo es cero, por lo que el resultado se sigue a partir
de la expresion anterior para el ECM de todo estimador. |

Si un estimador es sesgado, su promedio, supuesto que pudiésemos calcularlo a través de
todas las muestras posibles, no coincidiria con el verdadero valor 8 del parametro desconocido.
Si embargo, si el sesgo es pequeiio, la distancia entre tal promedio y 6 seria reducida. Si ade-
mads, el estimador tiene varianza pequena, entonces su valor en cada muestra no diferird mu-
cho de su valor esperado que, a su vez, no difiere mucho de 6. Ello puede hacer que podamos
preferir en un momento determinado un estimador sesgado a un estimador insesgado, que tiene
mayor varianza que el primero. Un investigador podria penalizar mas el sesgo que la varianza
de un estimador, definiendo una version modificada del ECM, que introdujera una pondera-
cion relativa.

Estimador consistente

Estamos tomando como propiedad basica de un estimador el que no difiera sustancialmente
del parametro que pretende estimar. Un estimador insesgado satisface esa propiedad sdlo
cuando se poseen muchas realizaciones (estimaciones) del mismo que puedan promediarse. El
promedio estaria proximo al verdadero valor del pardmetro. La eficiencia, por otra parte, nos
dice que la distancia media de cada estimacion al verdadero valor del pardmetro es la menor
que podemos lograr, si bien no nos garantiza que dicha distancia sea pequefia. Examinamos
ahora una propiedad de enorme interés cuando, como ocurre en Economia, disponemos tan
solo de una muestra. Si un estimador es consistente, la estimacion que genera tenderd, en un
sentido que vamos a especificar, al verdadero valor del parametro cuando el tamano de la
muestra crece sin limite. La consistencia es muy relevante porque, a diferencia del insesgo, es
una propiedad de una muestra. Si un estimador es consistente, basta con disponer de una
muestra para poder afirmar que no nos desviamos mucho del parametro que se estima. Ahora
bien, para ello necesitamos que la muestra sea suficientemente grande.

Es preciso tener en cuenta que la distribucidn de probabilidad de un estimador general-
mente depende del tamafio muestral aunque solo sea a través de sus momentos. Un estimador.
calculado para distintos tamanos muestrales, puede verse como una sucesion de variables alea-
torias.

Definicién 9.6. Un estimador es asintdticamente insesgado si su posible sesgo tiende a
cero al aumentar el tamafno muestral con que se calcula. Evidentemente, todo estimador
insesgado es asintoticamente insesgado, puesto que su sesgo es cero para cualquier ta-
mano muestral.

-Ejemplo 9.5. Ya vimos que la varianza muestral es un estimador sesgado de la varianza po-

blacional. por cuanto que:

n-1 ,

E(S?) = o

Sin embargo, cuando »n tiende a oo, entonces el cociente (n—1)/n tiende a 1, y el sesgo de la
varianza muestral tiende a desaparecer, por cuanto que £(S°) converge a a°. Por tanto, /a va-
rianza muestral es un estimador asintéticamente insesgado de la varianza poblacional.
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Definicién 9.7. Un estimador 6, es consistente si converge en probabilidad al verdadero
valor numérico (desconocido) del pardmetro que se pretende estimar, es decir, si:

plim @,, =6

donde el subindice hace referencia al tamarno muestral utilizado. Utilizando la definicién
de convergencia en probabilidad, podemos decir que 6, es consistente si:

limP(|(§,, -0l<e=1
o también, si: paratodo ¢ > 0y todo & > 0 existe un tamafio muestral no(e,d) tal que:

n>nyled) = P(|6,—0l<e)>1-4

Ejemplo 9.6. Ya sabemos que un estimador razonable del parametro p de una distribucién
- . . .. . 1 <

de Bernouilli.a partirde una muestrade tamaho ». es la proporcidn muestral: p = - z Xi.
i=1

También hemos visto que la esperanza matemitica de p €s p, y su varianza es:
Var(p) = p(1 — p)/n. De este modo, si aplicamos la desigualdad de Chebychev, tenemos:

' Var(p) p(l = p)

Ahora bien, el maximo valor numérico que puede tomar el producto p(1 — p) es 1/4, cuando
p = 1/2. Por tanto, tenemos:

. 1

. 1
Dado un nimero § > 0, si tomamos: ny = s tenemos:

. | 1
n > nyfed) = P(|p—p|<e)>l—4—£,7>1—4—82-4526=l—6

por lo que la proporcion poblacional es un estimador consistente del parametro p en una po-
blacion de Bernouilli.
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Teorema 9.7. La media muestral es siempre un estimador consistente de la esperanza mate-
matica.

Demostracion. Tomando limites en la desigualdad de Chebychev:

) - _ E@-w? .. d*n
lme(lx—,ulZ.e)Sllm—-——z—8 =11m—;—8 =0
n—soo n-soo n—soo
pues ¢ y ¢ son constantes. ]

Teorema 9.8. Un estimador  asintdticamente insesgado, cuya varianza tiende a cero al au-
mentar el tamafo muestral con que se calcula, es consistente.

Demostracion. [Ver ejercicio 9.3.2]. ]

Las propiedades del limite en probabilidad garantizan el siguiente teorema, muy impor-
tante para la construccion de.estimadores consistentes. .

Teorema 9.9. Si 6 es una estimador consistente de 6 y g es una funcién continua, entonces
g(0) es un estimador consistente de g(6).

Por tanto, si 6 es un estimador consistente de 6, entonces y 6 es un estimador consistente

de V’E,‘In(()) es un estimador consistente de In(8), 8 lo es de 6, 6% es estimador consistente de
6% y 30 — Sloesde 30 — 5.

Estimador suficiente

Definicién 9.8. Dada una muestra X = {x,, x3, ..., X}, sea u(x,, xz, ..., X,) un estadis-
tico, y supongamos que la funcién de probabilidad conjunta muestral puede descom-
ponerse como el producto:

L(xh X2y ooy xn;e) = ¢[u(XI, X2y ooy xn);el h(xh X2 -eey xn)

entonces u(x,, xa, ..., X») €s un estadistico suficiente. Un estimador suficiente de 6 es un
estimador que es estadistico suficiente.

Notese que ha de ser posible escribir la funcién de probabilidad muestral como producto
de dos factores (cada factor puede englobar varios). En el tinico de ellos en que aparezca el
parametro que se pretende estimar, la informacién muestral sélo debe entrar a través del es-
tadistico suficiente. En el otro factor, la informacién muestral puede aparecer en la forma de
cualquier funcion, pero no puede aparecer el pardimetro a estimar.

Si extraemos una muestra de tamafo n de una poblacién de Bernouilli B(1.p):
X = (x4, X2, ..., Xp), en la que cada elemento muestral x; es igual a 0 o 1, la funcion de verosi-
militud es:

n N St 3
L(p/xi, X2y oy Xn) = Hlp"(l -p=p= (1 -p) =
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9.3.1.

que, considerado como un solo factor, muestra que la suma de los elementos muestrales es un
estadistico suficiente. Un estadistico suficiente resume toda la informacion muestral para la
estimacion del parametro de interés, lo que queda patente en el hecho de que la informacién
de Fisher, por ser la derivada segunda del logaritmo de la funcién de probabilidad muestral
con respecto al parametro, sélo depende del factor en que esta el parametro y, por tanto, solo
depende de la muestra a través del estadistico suficiente:

In L(x1, X2, ..., X230) = In(B[ux1, X2, eer Xn)30]) + In(A(X1, X ...y X))
que implica:

dln L(X], X2y eens x,,:()) _ aln(¢[ll(xhx2a eeey xn);el)
o6 - o6

= g(u(xy, X2 ..., Xn); 0)

y lo mismo ocurre con la segunda derivada.

Evidentemente, la suficiencia de un estadistico tiene implicaciones importantes en cuanto
a delimitar el tipo de informacion muestral que es relevante para la estimacion de 6. como
veremos a continuacion. En la muestra del ejemplo anterior de la distribucién de Bernouilli,
una vez que conocemos el numero total de unos y ceros, es decir, la suma de los elementos
muestrales, conocer su ordenacion en la muestra es irrelevante. Tan sélo conocer su suma es
util.

Una funcion biunivoca de un estadistico suficiente que no haga intervenir la informacién
muestral, es asimismo un estadistico suficiente. El caso mas til en el trabajo aplicado es que
si la suma de los elementos muestrales es un estadistico suficiente, también lo es su cociente
por n, la media muestral.

PROCEDIMIENTOS DE ESTIMACION

Habiendo definido las principales propiedades que puede tener un estimador, queda por re-
solver una cuestion de suma importancia: ;,como obtenemos estimadores? y especialmente:
(,como obtenemos estimadores que tengan buenas propiedades? Seria especialmente intere-
sante si pudiésemos disponer de algiin procedimiento de obtencién de estimadores que fuera
aplicable a una amplia gama de problemas, y que garantizase ademas, unas buenas propieda-
des para los mismos. Ese es el tema que tratamos en esta seccion.

El método de maxima verosimilitud

Si la muestra es aleatoria simple, entonces cada extraccion es independiente de las demads, por
lo que la probabilidad del suceso compuesto anterior es igual al producto de las probabilidades
de los sucesos que lo componen, de modo que podemos escribir la funcion de verosimilitud:

L(8/X) = L(8/X1, X2, ., Xn) = || PCX; = x,50)
I=]

Un criterio posible de estimacidn se basa en asignar a los parametros desconocidos 6 pre-
cisamente aquellos valores que asignan el mayor valor a la funcién de verosimilitud L(6/X).
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Esta estrategia se basa en asignar el valor mds verosimil a los parametros, dadas las observa-
ciones muestrales. Se trata, por tanto, de maximizar la funcién L({6 /xi, X2, ..., Xa}) cOn res-
pecto al vector 6, y obtener la expresion del estadistico que es estimador de mdxima verosi-
militud. En muchas ocasiones, es mucho mas sencillo maximizar el logaritmo de la funcion de
verosimilitud, que la propia funcién de verosimilitud. Es evidente que el valor maximo que
alcanzan ambas funciones no es el mismo, pero el conjunto de valores paramétricos para los
cuales alcanzan su maximo si es el mismo, por ser una funcion una transformaciéon monétona
de la otra. Dichos valores de los pardmetros, obtenidos como funcién de los elementos mues-
trales, constituyen el estimador de maxima verosimilitud.

Definicion 9.9. Dada una muestra X = {x), X3, ..., X»} extraida de una distribucion con
funcién de densidad f(x;8), el estimador de mdxima verosimilitud es un valor numérico
6 v tal que:

LOuv/xi, X2y ooor Xn) 2 LB/x1, X2, ..er Xn) para todo _

Ejemplo 9.7. Supongamos que hemos extraido una muestra de tamano n de una poblacion
de Bernouilli B(1,p): X = (x,, X, ..., X»), €n la que cada elemento muestral x; esigualaO o I.
n

Sea k el nimero de unos en la muestra, es decir: kK = z x,. La funcion de verosimilitud es:

i=]

E(l -Xx)

"o 3
L(p/X1, X2y ooy Xn) = Hlp"»(l —p)' i =pT (1 =p)*T

de modo que:

i=1 i=1

In L(p/x), X2y .cey Xn) = (Zx,) In(p) + (n - Zx,) In(1 — p)

Por tanto, el estimador de maxima verosimilitud de p se obtiene igualando a cero la derivada
del logaritmo de la funcion de verosimilitud:

n

zx,' n— i_\f[
i=1

alnL(p/x) _ i=1 _
ap T p 1-p

=0

es decir:




ESTIMACION 343

el cociente entre el niimero de unos o éxitos obtenidos en la muestra, y el tamano muestral, es
decir, la proporcion muestral. Este es el estimador de mdxima verosimilitud del pardmetro p.
La derivada segunda:

n

FinLX;p) _ 2% no2x

op’ STy (a-pr

que, evaluada en el estimador de maxima verosimilitud que antes hallamos. conduce a:

Pl __n__n__g
op . X I—x

por lo que, efectivamente, hemos maximizado la funcién de verosimilitud.

Antes vimos que la suma de los elementos muestrales es, en el caso de una uestra ex-
traida de una poblacion Bernouilli, un estadistico suficiente. Ahora que conocemos cémo ob-
tener estimadores de maxima verosimilitud, podemos afirmar que e/ estimador de mdxima ve-
rosimilitud es siempre una funcion tan sélo de uno o varios estadisticos suficientes. Ello es debido
a que ningun otro estadistico aparece en la funcion de verosimilitud acompanando al para-
metro que se estima, que es con respecto a quien maximizamos la funcién. Al derivar respecto
al parametro e igualar a cero. el segundo factor de la definicién de estimador suficiente desa-
parece, por lo que el estimador de maxima verosimilitud sélo depende del estadistico sufi-
ciente.

Ejemplo 9.8. Consideremos una variable aleatoria X, con distribucion binomial B(n,p), de la
que hemos extraido una muestra de tamano k con valores numéricos Xxj, Xa, ..., Xx. Cada uno
de ellos es un nimero entre 0 y n. Supongamos que el pardmetro n es conocido, y queremos
estimar p. La funcién de verosimilitud para este resultado muestral, es:

L(p/n, X1, X2y ey X0) =( : )p-wl - p) ( - )p‘z(l -p" ( . ),,-\-.(1 —p)" =

X Xk
k n . n-x L3 n ﬁx, nk-ﬁx,‘
= M(x’ )p'(l—p) = ,I.]l(x' p= (1-p) -

y su logaritmo:

k k k
In L(p/n, X1, X2, <oy Xi) = ZIn( : ) + Zx,]n (p) + (nk — Zx,)ln(l - p)
i=1 ! i=1

i=1
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en el que tan sélo los dos tltimos términos dependen del paraimetro p. Derivando respecto a
éste dos veces, tenemos:

aln L(P/", X1y X2y eeey xk) _
op p L—p

k

N k k
' ZX,’ nk — Zx,-
- i=1 i=]

=0

k
X; nk — > x;

FinLp/mk) S Z.
op* p (1 -p)

Igualando a cero la primera derivada y resolviendo, obtenemos el estimador de maxima
verosimilitud de p:

k
2%
i=1

nk *

Py =

S |-

el cociente entre la suma de los elementos muestrales y el producto del parametro #n por el
tamano muestral, k. Si sustituimos en la segunda condicién p por la expresion del estimador.
obtenemos:

PInLp/mk)  kn® kn?

op- - _n—x<0

-l

por lo que el estimador propuesto maximiza. efectivamente, la funcion de verosimilitud.

_Ejemplo 9.9. Sea X = (x), Xy, ..., X,), una muestra aleatoria simple de una distribucion de
" probabilidad Poisson (4): f(x/4) = e “A%/x!. La funcién de verosimilitud es:

;2
- e-IIA Ao
n e —;./‘.Xl

L(;'/'Yls'\-l’ ~-"xrl) = H ] = n
-
(=1

de modo que:

In L(A/X\, X3, 00y Xp) = — NA + (Zx,)ln A= ln( n-"i!)

=1 (=]

y derivando respecto de 4 e igualando a cero:

cin L(2/xy, X3y ey Xn)
oA

=——n+—:—ix,-=0

i=1
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es decir:

” 1 &
My = 72 Xi =X

i=1

La derivada segunda del logaritmo de la funcién de verosimilitud es:

1n L (/X1 X2e eey Xn) 1 &
372 = - 2xu<0

va que la distribucion de Poisson s6lo toma valores enteros no negativos. Por tanto, la media
muestral es el estimador de maxima verosimilitud del parametro 4 de una distribucién de
Poisson de la que es, como sabemos, su esperanza matematica y su varianza.

Ejemplo 9.10. Supongamos que de una funcion de densidad exponencial: f(x:0) =
(1/6)e™”%, x > 0 se han extraido tres observaciones, resultando: x; = 3,1; x> = 4.2: x3 = 5.3.
La funcion de verosimilitud de esta muestra es:

3 - 1 - li v 1 _le
LO/x; =3.1;x;=42;x3=53) = n—e f=—e 7 = —e °

o 0 6- 6
observando en el Grafico 9.1 que alcanza un maximo para 6 = 4,2. Este es el valor numérico
que obtendremos asimismo si maximizamos la funcién anterior. Ello quiere decir que dicho
valor numérico del parametro 6 selecciona, de entre toda la familia de distribuciones exponen-
ciales, aquella funcidn de densidad especifica para la cual es mds probable que, al extraer una
muestra de 3 elementos. obtengamos precisamente los que hemos observado: 3,1, 4,2. 5,3. En
ese sentido, el valor numérico 4.2 de 6 es el que mejor explica los datos, por ser el que hace
mds probable a la muestra concreta que hemos obtenido.

L (8/x)

4,2 [¢]
Grafico 9.1.
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9.3.1.1.

Estimacién de méxima verosimilitud en una poblacién Normal

Cuando la funcién de probabilidad, discreta o continua, depende de mas de un parametro, el
estimador de maxima verosimilitud se obtiene derivando la funcién de verosimilitud, o su lo-
garitmo, con respecto a cada uno de dichos parametros, e igualando a cero. Se tiene asi un
sistema de tantas ecuaciones como parametros desconocidos. El hessiano, matriz de derivadas
segundas, debe ser definido negativo cuando se sustituyen en él los parametros desconocidos
por sus estimadores maximo-verosimiles.

Consideremos una muestra aleatoria simple: X = (x,, X3, ..., X,) de una poblacién N(u,a°).
Su funcién de verosimilitud es:

n l =5 (x, - )
L(p,0%/x1, X5 s Xa) = [ | Pra? - = = Q™ ¢

~ de modo que:

In L(u,0%/x1, X2, ...,

por lo que, derivando respecto a 4 y ¢* e igualando a cero, tenemos:

i=1 V no

Xp) = In(2n) — —ln (6% —

ny
T2

cln L z (Y, _

olnL n

l d 9
BT = " 20Tt 3 2 =0

de donde se deducen los estimadores de maxima verosimilitud:

. 1 &
#.m";-; j

D} l < —_\
aiv = — z (xi — X7 =§?

1=

es decir, la media y la varianza muestral, respectivamente.
Las derivadas segundas, son:

InL
‘—iz—: 022(

i=1

’InL 1 &
oudat 72 (X = 40)

=

InL n

1 & \
Ty =3 " F 2

— i (x; — uy?
i=1
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9.3.1.2

y, al sustituir z y o° por los estimadores de maxima verosimilitud, que son la media y la va-
rianza muestral, producen el hessiano:

H =
n
0 T8t

pues la derivada cruzada se hace cero al sustituir 4 por la media muestral. Este hessiano es
definido negativo, por lo que las soluciones que hemos hallado como estimador_ de maxima
verosimilitud, efectivamente, maximizan dicha funcién.

Propiedades del estimador de Médxima Verosimilitud

1. Los estimadores de maxima verosimilitud no son, en general, insesgados. Por ejemplo.
ya hemos visto que el estimador de maxima verosimilitud de ¢? en una poblacion
N(u,;0?) es la varianza muestral %, que es, como sabemos, un estimador sesgado de di-
cho parametro. Sin embargo, los estimadores de maxima-verosimilitud son, general-
mente, consistentes, y el estimador de la varianza de una poblaciéon Normal es, nueva-
mente, un ejemplo de esta propiedad. Por tanto, aunque pueden ser sesgados. son
generalmente, asintéticamente insesgados.

2. Si existe un estadistico suficiente, el estimador de maxima verosimilitud es funcién uni-
camente de dicho estadistico, por las razones que ya expusimos en la Seccién 9.3.1.

3. El estimador de maxima verosimilitud es invariante: si 6 es el estimador de maxima ve-
rosimilitud de 6, y g es una funcion inyectiva, entonces g(6) es el estimador de maxima
verosimilitud de g(6). Esta propiedad tiene implicaciones practicas importantes: por
ejemplo, ya hemos visto que la proporcion muestral es el estimador de maxima verosi-
militud de la probabilidad p en una poblacion B(n,p). Por otra parte, la varianza de di-
cha distribucién es: np(1 — p). Pues bien, el estimador de maxima verosimilitud de di-
cha varianza se obtiene al sustituir en su expresion tedrica, el parametro p por su
estimador, es decir: np(1 — p), que podemos utilizar como varianza del estimador p.

4. Las propiedades de los estimadores de maxima verosimilitud en términos de eficiencia
son notables: si se cumplen las condiciones de regularidad que mencionamos tras la De-
finicion 9.4, v si existe un estimador eficiente del parametro que se pretende estimar,
entonces dicho estimador es el estimador de maxima verosimilitud. Por tanto, si bien
no es cierto que todo estimador de maxima verosimilitud es eficiente, si es cierto que si
existe un estimador eficiente del pardmetro en estudio, éste es necesariamente el esti-
mador de maxima verosimilitud.

-5, Por ultimo, enunciamos una importante propiedad acerca de la distribucién de proba-
bilidad del estimador de maxima verosimilitud. Como funcién que es de la muestra, el
estimador es una variable aleatoria. Generalmente, nos hemos preocupado tinicamente
de los momentos (esperanza y varianza) del estimador, pero es generalmente muy im-
portante poder caracterizar completamente su distribucién de probabilidad. A este efecto,
se tiene que, si el estimador de maxima verosimilitud es consistente, entonces al aumen-
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9.3.2.

tar el tamafio muestral, su distribucion de probabilidad converge a una Normal, con
esperanza 0 y varianza igual a la inversa de la Informacién de Fisher, evaluada en el
estimador. Por tanto, el estimador de méaxima verosimilitud iguala, en tales casos, la cota
de Cramer -Rao en un sentido limite, por lo que es asintdticamente eficiente.

Por ejemplo, ya sabemos que la media y varianza muestrales son los estimadores de
maéxima verosimilitud de # y ¢° en una poblacién Normal. Su distribucion se aproxima.
al tender el tamaio muestral a infinito, a una Normal bivariante, con vector de espe-
ranzas (u;0°) y matriz de covarianzas igual a la inversa de la matriz de informacion,
I(u,;0?). Para obtener dicha matriz, tomamos esperanzas en las derivadas segundas del
logaritmo de la funcién de verosimilitud (9.3) tras cambiar de signo, y teniendo en cuenta
que: E(x; — u) = 0, E(x; — u)* = o*, obtenemos:

— 0
. . -9 n
Var(u,m-;a.zw) = [I(U.\IMO’.‘UV)]—I =
20°
0
n

pues la derivada cruzada se hace cero al sustituir x4 por la media muestral. Este hessiano
es definido negativo, por lo que las soluciones que hemos hallado como estimador de
maxima verosimilitud, efectivamente, maximizan dicha funcién.

El método de momentos

El método de momentos para la obtencién de estimadores tiene como principal ventaja la
de su sencillez. Este procedimiento consiste en igualar momentos poblacionales respecto al ori-
gen a los correspondientes momentos muestrales, formando de este modo tantas ecuaciones
como parametros poblacionales se pretenden estimar:

: 1
E(X) = i (61, 62, s 60) = ~ 2.,
i=1

3 1a ,
E(X*) = ma(6, 62 o 66) = ~ 2. 3
i=1

! &
E(X") = (61, 6, . ) = ~ 2 ¥
i=1

que se resuelven para encontrar los estimadores de momentos de (64, 65, ..., 6:).

Ejemplo 9.11. Consideremos una poblacién N(u.0%) cuyos dos parametros queremos esti-
mar. En este caso: k = 2, 6, = u, 8 = o*. Extraida una muestra de tamaro n, obtenemos los
primeros dos momentos muestrales respecto al origen, y formamos las ecuaciones:
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de modo que:

349

]ZXZ 2 1 nxz K.."_S:
n i — M= [ -

los estimadores de momentos de 4 y ¢ son la media v la varianza muestrales, respectiva-
mente. El ultimo es sesgado.

Ejemplo 9.12. Recordemos que la esperanza y varianza de una distribucion Gamma(/.a) son

de modo que: E(X?) =

B. formamos las ecuaciones:

de modo que:

y resolviendo el sistema:

EX) =2 f,

; Var(X) =

a(a+ 1)

- Para estimar por el método de momentos los pardametros a y

a 1<

EX) =3=72x

" a(a+l)_i" 5
EX) = —— =2
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9.3.2.1. Propiedades de los estimadores del método de momentos

1. En primer lugar, debe notarse que es natural extender el método de momentos para
obtener un estimador de una funcién cualquiera de los momentos poblacionales. Este
método sugiere utilizar como estimador la misma funcnon evaluada en los momen-
tos mucstrales Por elzemplo para estimar la varianza: a? = a, — a?, puede utilizarse:
35 (1 3x) =5

i=1

2. El método de momentos utiliza la informacion muestral contenida en sus momentos,
pero no utiliza ninguna informacién acerca de la distribucion de probabilidad de la
misma, lo que si es utilizado por el estimador de maxima verosimilitud, por ejemplo.
Ello hace que, si bien es un procedimiento muy sencillo de utilizar, no podemos garan-
tizar que tenga siempre buenas propiedades.

3. Los estimadores obtenidos por el método de momentos son asintéticamente insesgados.
pero pueden ser sesgados en muestras finitas. Son, sin embargo, insesgados, cuando se
estima un parimetro que es un momento respecto al origen, como ocurre con la espe-
ranza matematica.

4. La consistencia de los estimadores del método de momentos estd garantizada por el teo-
rema de Khintchine [Teorema 8.24], que garantiza que, bajo condiciones muy genera-
les, los momentos muestrales convergen en probabilidad a los momentos poblacionales.
y también que toda funcién continua de los momentos muestrales converge en proba-
bilidad a la misma funciéon de los momentos poblacionales, siendo, por tanto, un esti-
mador consistente de la misma.

5. Por tltimo,una version del Teorema Central del Limite, aplicado al momento de orden
k respecto al origen en una muestra aleatoria simple a,, como promedlo que es de va-

riables aleatorias mdepend1entes e igualmente distribuidas: a; = z x%, tiene una distri-

1=1
bucién limite Normal, con esperanza matematica igual al correspondiente momento
. . hd .
poblacional, ay, y varianza: (a; — ax)/n. Por tanto, el estimador de momentos de a:.
que es el momento muestral andlogo ay, tiene tal distribucién limite.

9.4. INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA ESPERANZA MATEMATICA

9.4.1. Poblacion Normal con varianza conocida

Dada una muestra aleatoria simple X = {x;, X», ..., X5} procedente de una‘poblacion N(u.0).
con esperanza desconocida y varianza conocida, ya sabemos que la media muestral es el esti-
mador de maxima verosimilitud de 4, y es insesgado. Sin embargo, esto no nos dice mucho
acerca de la precision con la que conseguimos estimar x4 mediante la media muestral. Para re-
solver esta cuestion, hemos de utilizar un aspecto que hasta ahora hemos ignorado, y es el he-
cho de que, en general, conocemos la distribucién de probabilidad de un estimador, y no solo
su esperanza matemadtica y su varianza. En el caso de la media de la muestra anterior, sabemos
que su distribucion es N(u,6%/n), por lo que la variable tipificada:

x -

~ N(,1)
J/Vn
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Por tanto, fijada una probabilidad, por ejemplo, de 0,95, la simple inspeccion de las tablas de
la distribucién N(0,1) nos dice que:

0,95 = P(—1,96 < 2K ¢ 1,96)
0/\/;

del mismo modo que si hubiésemos escogido una probabilidad de 0,90, habriamos tomado
(—1,645;1,645), y con una probabilidad de 0,99, hubiésemos escogido el intervalo (—2,33:2,33).
En general, tendremos:

l - a= P(—Za/p_ < < Za/z) (94)

donde z,; es la abscisa que deja a su derecha una probabilidad de a/2 en una distribucion
N(0,1). Por simetria, a la izquierda de — z,,; hay también una probabilidad de a/2.
Ahora bien, la desigualdad anterior es equivalente a:

196 — <¥-u<196-L o T_ 96— < u <%+ 1,96-L

Vn \n J; \n

de modo que todas ellas son sucesos que ocurren con la misma probabilidad que la primera
desigualdad, que es 0,95, por haber utilizado el factor 1,96 en vez de otro alternativo.
Es decir, podemos escribir:

P[} — 1,96 (i,_) Spu<X+ 1,96 (—”-)] = 0,95
\;‘n \/;

que significa que la probabilidad de que el intervalo aleatorio:

T L 5% L
k 1,96(\&.),x+1,96(\m)]

contenga al verdadero valor, desconocido, del parametro u, es de 0,95.
En general, tendremos un intervalo probabilistico como (9.4), del que deduciremos que con
probabilidad igual a 100 (1 — a) % el intervalo aleatorio:

[)T‘ g X+ z, a]
= Zo2—7=; o2 —F=
I N

contiene al verdadero valor de M.

El intervalo estar4 centrado en la media muestral, que no es el centro de la distribucion de
probabilidad, que corresponde al pardmetro desconcido, u. Al cambiar de muestra, tendriamos
otra media muestral diferente, situada en otro punto en un entorno de u.
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[ . ]
7 ; J’\
;'Zu/Z\o-ﬁ ;+zwgf’—7—1

Grafico 9.2.

La anterior afirmacion probabilistica es valida antes de extraer la muestra. En ese mo-
mento, los resultados muestrales son variables aleatorias, aun por realizar, y si pudiésemos to-
mar 100 muestras diferentes de tamaio n, deberiamos esperar que 95 de los intervalos que
podriamos construir con cada una de las medias muestrales que obtuviésemos, contendrian en
su interior el verdadero valor de u. Sin embargo, una vez que tenemos una muestra concreta.
con una determinada media muestral, tendremos un intervalo numeérico del tipo anterior, con
extremos cuantificados numéricamente, que contendra o no a g, lo cual es un suceso seguro.
no probabilistico.

Sin embargo, el investigador no sabrd si su intervalo numérico contiene o no a u. Tampoco
puede efectuar ninguna afirmacion probabilistica rigurosa. pues ya hemos dicho que la pro-
babilidad de dicho suceso es 0 o 1, sélo que desconocida. El investigador dird que tiene un
intervalo de confianza del 95 % para la esperanza matematica u. Como vemos, el intervalo de
confianza esta centrado en torno al estimador de 4, X, y hemos tomado a su izquierda y dere-
cha un numero de veces la desviacion tipica del estimador a/\/; . Si quisiéramos un nivel de
confianza diferente del 95 %, no tendriamos mas que cambiar el factor utilizado en su cons-
truccion. Nétese que hablamos de confianza, y no de probabilidad.

Es claro cudl es el interés de un intervalo de confianza: no solo el investigador puede pro-
porcionar una estimacion puntual de mediante el valor numérico de X, sino que, ademds.
puede dar un rango de valores entre los cuales se halla el verdadero valor de 4 con un deter-
minado nivel de confianza. De hecho puede dar varios de tales intervalos de valores, si asi 10
desea. Sin embargo, al construir un intervalo de confianza, debe ponderar dos objetivos con-
tradictorios entre si: por un lado. querria tener la maxima confianza posible en que el intervalo
que proporcione contenga el valor desconocido de u. Por otra parte, al aumentar el nivel de
confianza, el intervalo se amplia, con lo cual puede llegar a proporcionar una informacion
irrelevante, pues de poco serviria saber que con una confianza de 0,999, u se halla dentro del
intervalo (— 34,7 ; 254,1), por ejemplo. Fijado un nivel de confianza, la longitud del intervalo
es un indicador inverso de la precision con que hemos llevado a cabo la estimacion. Cuanto
mds corto sea el intervalo de confianza, mayor serd la precision, pues el rango de valores den-
tro del cual se halla u con una determinada confianza, es mas estrecho. Estamos, por tanto.
muy interesados en que los intervalos sean reducidos, siempre que proporcionen un minim



ESTIMACION 353

nivel de confianza. Notemos que, fijado un nivel de confianza, es posible disminuir la longitud
del intervalo correspondiente a dicho nivel de confianza, si aumentamos el tamafo muestral.

Debe notarse, ademas, que hemos propuesto un intervalo de confianza simétrico, teniendo
igual longitud a la izquierda que a la derecha de la media muestral. Esta no es la tnica estra-
tegia posible, pero nos proporciona el intervalo de confianza del 95 % de menor longitud. Por
ejemplo, el lector puede comprobar ficilmente que el intervalo:

[} ~ 233 (—L) ‘X + 175 (_‘;)]
\xn \fn

es también un intervalo de confianza del 95 %. pero es algo mas amplio que el anterior.

r < ; _— >
S /i_v X / ' T ’.\_ °
x- 1,967 T _ . X+233%
_ s x+1967F
x-175F
Grafico 9.3.

Ejemplo 9.13. Supongamos que la distribucién del gasto mensual en consumo de bienes ali-
menticios, en miles de ptas., por cada persona mayor de 16 anos sigue, en una determinada
ciudad. una distribucién Mu;150007). Al encuestar a 100 personas mayores de 16 ainos y pre-
guntarles por su gasto en alimentos durante el ultimo mes, se ha obtenido un gasto medio de
35.650 ptas. Un intervalo de confianza del 95 % para la esperanza matematica es:

_ o _ o
X — Zoos—= X + Zgos——| =
\'n \/n

_[T_ rogee 13000 o 15000] _
= ~<0.025 \/ﬁa ) <0.025 \/'m

= [35650 — (1,96) (1500) ; 35650 + (1,96) (1500)] = [32710 ; 38590]

en ptas., como gasto mensual por persona en bienes alimenticios en dicha ciudad.
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9.4.2.

Poblacién Normal con varianza desconocida

Es poco probable que el investigador desconozca la esperanza matematica de una poblacion,
pero conozca su varianza. Sé6lo en rarisimas ocasiones estara dispuesto a apelar a experimentos
previos en que midio la desviacién tipica, y suponer que ésta continia siendo la misma y, por
tanto, conocida. Asi, vamos a discutir en esta seccién el caso mds frecuente en que se desco-
noce la varianza de la poblacién, por lo que el procedimiento de la seccion anterior no es apli-
cable. Sin embargo, ya probamos en la Seccién 8.6 que:

i —£ ~ In-1
s/\ﬁ

donde s denota la cuasivarianza muestral. Por tanto, si escogemos la abscisa f,> que en una
distribucion ¢ de Student deja a su derecha una probabilidad de a, teniendo en cuenta que esta
distribucion es simétrica, como ocurria con la Normal, tendremos:

X —
|l - a= P(—t,,-;_a/z < ril < tn-‘l.a/z.)
con un intervalo de confianza del 100 (1 — a) %:

[.?c = (o)) =3 X + (taera2) L_]
Vn \ n

Para muestras de tamaio n = 30 o superiores, se tiene que la distribucion ¢ con tales gra-
dos de libertad coincide con la Normal, por lo que puede utilizarse entonces la tabla de la MO0.1).
incluso cuando se desconoce la varianza poblacional.

Ejemplo 9.14. En el andlisis del gasto en consumo de bienes alimenticios, supongamos que
desconocemos la varianza muestral, y que al encuestar a 20 personas, obtenemos unas cifras
de gastos, en miles de ptas.: X = {28,4; 31,2; 36,0, 29.4; 32,5; 37,4; 24,2; 26,6; 34,1; 22.3:28.%
36,3; 24,3; 27,3; 21,4; 23,8; 26,2; 24,7; 29,5; 34,2}. Con estos datos, se tiene: X = 28.915:
s2 = 23,877, s = 4,886, de modo que una estimacion del gasto medio por persona en toda la
poblacion es de 28.915 ptas. Por otra parte, el valor critico de la distribucion #9025 €s de 2.093.
por lo que el intervalo de confianza de 95 % es:

4
4,37 28,915 + (2,093) —:_—3=7—] = (26,87; 30,96)
y20

[28,915 - (2,093) ,3_
\/20

en miles de ptas.

Si se comparan las tablas de la distribucion ¢ de Student para un numero reducido de gra-
dos de libertad, se observa que f,-1,42 > Zq2 PaIa cualquier a, siendo z, la abscisa de la dis-
tribucién N(0,1). Ello significa que el intervalo de confianza del 100(1-a)% tendera a ser mas
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9.44.

amplio cuando se utiliza la distribucién ¢, es decir, cuando no se conoce la varianza poblacio-
nal, que cuando se conoce. Decimos que tenderd a ser mds amplio, sin afirmarlo categoérica-
mente, porque la amplitud de dicho intervalo depende también de la cuasivarianza muestral.
Puede probarse que, en promedio, la longitud del intervalo construido con la ¢ serd mayor que
la del intervalo construido con la distribucién Normal, como cabria esperar, pues en el se-
gundo caso contamos con mds informacién, y podemos lograr mds precision, es decir, un in-
tervalo mads estrecho.

Intervalos de confianza con poblaciones distintas de la Normal

Cuando no podemos suponer que la poblacion de la que se extrajo la muestra sigue una dis-
tribucion Normal, podemos utilizar el Teorema Central del Limite para garantizar que el co-
X — . . T . , . .
y /f ~ N(0,1) tiene una distribucion aproximada N(0,1), si el tamano muestral es
g \;n
suficientemente grande. En este caso, tendremos:

ciente:

l — a= P(——Za/z < x_f < Za/:)
oi\n

v tenemos el intervalo de nivel aproximado de confianza del 100(1 — a)%:

— g _ o
X — Zg02 T X + Zgp2 /.—
\,n \ n

El grado de aproximacion con que se satisface el nivel de confianza fijado depende del tipo de
distribucion poblacional, y del tamafio muestral. Si la distribucién poblacional es simétrica,
unimodal y continua, la aproximacion es bastante buena incluso para tamafnos muestrales muy
reducidos. Cuanto mas se distinga la distribucion poblacional de una Normal, mayor deberd
ser el tamano muestral para lograr una buena aproximacién al nivel de confianza fijado.

Si, ademas de no poder suponer que la poblacion es Normal, se desconoce la varianza, en-
tonces puede utilizarse una distribucion t aproximada para el ratio A/ ,_/1 ~ t,-1. S1 el ta-

s/\yn

mano muestral es mayor de 25, esta aproximacion es suficientemente buélna en la mayoria de
los casos. Si la distribucién poblacional es simétrica, unimodal y continua, la aproximacion es
buena incluso con un tamano muestral apreciablemente menor.

Intervalos para la diferencia de esperanzas en poblaciones Normales

Supongamos que queremos comparar las esperanzas matematicas de dos poblaciones Nor-
males, N(uy;0%) y N(uy;0%). Sean X = {x; X2, ..., X} € {J1. ¥2, .., ¥m} muestras aleatorias sim-
ples, independientes entre si, de tamarfos respectivos n 'y m, y varianzas conocidas. Si denota-
mos por X e y las medias muestrales, entonces ya vimos en la Seccion 8.2 que su diferencia es
una variable aleatoria con distribucién:
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2 2
- - g ag
x-y~N(#x—#y;T"+—mi)

por lo que:

B )

l—a=P —Zy2 X 02 02
Y+_}_
n m

< Za/2

que puede escribirse:
l—a=P[X=7) —2,20; S M- M, < (X = V) + Z,20]
donde g = VW’ por lo que tenemos como intervalo de confianza del 100(1 —a)%:
(X = §) —2420 1 (X = ¥) +2:20]
que es simétrico y centrado alrededor del estimador pimtual de la diferencia uy — uy, que es

la diferencia de medias X — 7, tomando a la izquierda y derecha de éste la desviacion tipica
de dicha diferencia, multiplicada por z,.

Ejemplo 9.15. En el ejemplo 9.13 consideramos una poblacion .V(uy; 15.000°) de la que se
habia extraido una muestra de tamano 100, con una media de 35.650 ptas. de gasto. Supon-
gamos ahora que disponemos de una segunda poblacion, con distribuciéon N(uy;800%), en la
que se encuesta a 36 personas, obteniendo una media de 32.400 ptas. de gasto.

El parametro ¢°, cuyo cuadrado es una suma ponderada de las dos varianzas, es:

15.000>  800°
a=\/ TR = 1.505,9

mientras que la diferencia de medias muestrales es: 35.650 — 32.400 = 3.250. Al 95 % de
confianza, el valor critico de la Normal es 1,96, de modo que tenemos el intervalo para la di-
ferencia de las dos esperanzas matematicas:

[3.250 — (1,96)(1.505,9) : 3.250 + (1,96) (1.505,9)] = (298,5:6.201.6)

en pesetas. La diferencia entre los niveles medios de gasto en ambas poblaciones parece ser
significativa, puesto que el intervalo de confianza del 95 % no contiene al 0.

Cuando las varianzas son desconocidas, obtener un intervalo de confianza para la diferen-
cia de las esperanzas matematicas es un problema dificil si las muestras son de reducido ta-
maiio. Sin embargo, si podemos suponer que las varianzas, aun siendo desconocidas, son igua-
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les, entonces podemos proceder a construir el intervalo incluso con tamanos muestrales
reducidos. :
Vimos en la Seccion 8.6 que, con igualdad de varianzas:

X —7) = (ux — ny)

~ lpem=-2
\/( 1 1 )(n— 1)s3 + (m = 1) s3
_+_
n m n+m-—2 '

por lo que podemos determinar la probabilidad de un intervalo del tipo:

P[G - .T‘) - (1n+m-2,a/’.)( N mtn ) <

hm

_ m+n
< Uy — Uy < (-\' - ,‘) + (111+171-.".a/.’)( A ) ] =l-a

donde:

(n—1)s3 + (m—1)s3
S =
n+m-—2

y tenemos por tanto. el intervalo de confianza del 100(1 —a)%:

— m+n — m++n
((I - .1') - (lnﬂn—la/.") s N (x - ﬂ + (lm»m-.’,aﬂ) s )
nm nm

Ejemplo 9.16. Supongamos que, en la situacidn del Ejemplo 9.14, se ha obtenido una mues-
tra de las cifras de gasto mensual en alimentos en otra ciudad, tras encuestar a 12 personas:
Y = {32,1; 36,1: 35,4; 42.4; 36,5; 34,1; 27,5; 28,3; 30,0; 35,8; 29,8; 38,4}, que tiene: Xy =
33.867; s3 = 19,779; sy = 4,447. y queremos construir un intervalo de confianza del 90 %
para la diferencia entre el gasto medio en consumo alimenticio en ambas ciudades, la del
ejemplo 9.14 v ésta. En primer lugar, hemos de obtener el parimetro s:

= 4,730

(19)(23.877) + (11)(19,779)
20+ 12 -2

Por otra parte, la raiz que depende de los tamaros muestrales es: 1/32/240 = 0,365, y el

valor critico t3g.e0s = 1,697, mientras que la diferencia de medias muestraleses: X — y =
= 28,915 — 33,867 = —4,952, todo lo cual conduce al intervalo: (—7,88, —2,02). No hay
nada incorrecto en obtener ambos signos negativos. Ello se debe a que estamos tomando la
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diferencia en el sentido de la muestra que produjo el menor gasto medio menos la que genero
el mayor gasto medio. Lo que el intervalo sugiere es que parece que deberiamos creer que la
diferencia entre las esperanzas matematicas respectivas toma signo negativo, lo que seria con-
sistente con la posible creencia de que el gasto alimenticio en la segunda ciudad es significati-
vamente superior al de la primera.

Si no podemos afirmar que las varianzas son igual entre si, pero si estamos bastante con-
fiados en conocer su valor relativo: a%/g% = k, podemos proceder de un modo similar al de la
Seccién 8.6. En estas condiciones, se tienen las distribuciones:

2 2 Ty
- g o ,{ k 1
x",V“NI:,“X_ﬂY;‘TY+Tny—]=N[#X—#Y§ 0?(7*‘7)]

(n-1st (m-Dsy
kd'il O'i' ~ An+m-=2

y la segunda es independiente de la diferencia de las medias muestrales, pues cada cuasiva-
rianza es independiente de la media de su muestra y, ademas, las dos poblaciones son inde-
pendientes entre si, luego también lo son las muestras. Por tanto, el cociente de la distribucion
Normal tipificada, por la variable chi-cuadrado, dividida por sus grados de libertad, sigue una
distribucion ¢ de Student:

o ko1
(x-»- (ﬂx—ur)]/\/azy(— +—)
nom & -3 — (ux — 1r)

1 _l’_((n—l)sf'_i_(m_ l)szy) mk+n |[(n—1)sy+k(m—1)sy
m+n-2 oy k mn m+n—2

independiente del valor desconocido de 03, que ha desaparecido de la expresion.

~ Iyen-2

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA VARIANZA Y PARA EL
COCIENTE DE VARIANZAS EN POBLACIONES NORMALES

Recordemos que si s es la cuasivarianza muestral de X, entonces [Teorema 8.17]:

(n— s

0
- -1
o2 "

de modo que podemos encontrar constantes a y b tales que:

1—a=P(a<(—""sz—"*<b) (9.5)
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para cualquier nivel de confianza 1 —a que fijemos. En este caso, tenemos una complicacion
con respecto a las situaciones previas, basadas en distribuciones Normales. La distribucién chi-
cuadrado no es simétrica, por lo que no es evidente el modo de escoger las constantes a y b.
Por analogia con el caso simétrico, parece razonable escogerlas de modo que:

2 . b 2
a = Xn-1.1-a2 = Xn-1.a12

que dejan la misma probabilidad, a/2 en ambas colas fuera de intervalo. Este intervalo no es.
. . . . .. R}
sin embargo, el mds corto en el caso de la distribucién x-.
Una vez que se han seleccionado las constantes, el intervalo probabilistico puede asimismo
escribirse:

l—a= P(———("— Dt ¢ g2 = D33 lm)
b a

que se obtiene despejando ¢* en (9.5). Debe apreciarse la reversion en el orden de los extremos
ay b a ambos lados de la cadena de desigualdades. A partir de aqui. obtenemos el intervalo de
confianza del 100(1 — a)%:

(n—1sy  (n—1)sy
b ’ a

Ejemplo 9.17. En la primera muestra de gasto en alimentos, obtuvimos una cuasivarianza:
s3 = 23,877 lo que implica: (n — 1)si = 453,663. Por otra parte, tenemos los valores criticos:
X19:095 = 7,633 Y X19.00s = 30.14. que delimitan una probabilidad de 0,90. Por tanto, el in-
tervalo del 90 % de confianza para la varianza de esta poblacion es:

K0 %

453.663 2 o 453,663
30,14 7.633

) = (15,05;59,434)

por lo que podemos tomar asimismo como intervalo de confianza del 90 % para la desviacion
tipica: (3,88;7,71).

Si se quieren comparar las varianzas de dos poblaciones Normales independientes, toma-
remos una muestra de cada una de ellas, con lo que podremos construir dos estadisticos del
tipo que hemos utilizado en el caso anterior: (n — 1)s% /o¥ y (m — 1)s}/o}, donde n'y m
denotan los tamafios muestrales respectivos. El primero de estos estadisticos tiene una distri-
bucién chi-cuadrado con n — 1 grados de libertad, mientras que el segundo sigue una distribu-
cion chi-cuadrado con m — 1 grados de libertad. Ambos son independientes, por serlo las po-
blaciones de las que se extrajeron las muestras.
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Por tanto, el cociente:

(m—1)sy/oy 1/m—1) _sy/ay
(n—1)s3/ox 1/m—1) sx/ok

m-1,n-1

de modo que podemos encontrar en las tablas de esta distribucion de probabilidad dos con-
trastes a y b tales que:

2142 2 2 2
Sy/lo § ag S
1—a=P(a< i ng):P(a4§<—§<b—'§)
Sy/ox Sy Oy Sy

que genera el intervalo de confianza del 100(1 —a)%:
(ai ; bS—E)
sy Sy

Dadas las limitaciones de la tabla de la distribucion F, solemos escoger: @ = Fp-in-1: 1-a2 =
l/Fn—I.m—I:a/Z y b = Fm-l.n-l:a/Z-

_ Ejemplo 9.18. Para comparar las varianzas (desconocidas) de los gastos en bienes alimenti-

cios de los ejemplos 9.14 y 9.16, recordemos que sy = 23.877 y s3 = 19,779. No es facil en-
contrar valores criticos para Fy,, pero podemos aproximarlos por los de la F9.10, teniendo:
Fo.100975 = 2,77, ala vez que: Fip.200975s = 3,42, de modo que el intervalo de confianza para
el cociente de varianzas es:

sy ., sy} _(_L 1978 1978 _ o,
(“?{‘b?{)‘(l‘zz RTINS 23,88)“0’242'2"9)

no rechazando la igualdad de o% v 3, pues el intervalo contiene a 1.

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA PROPORCIONES

En muchas ocasiones, el investigador esté interesado en estimar una proporcion y, al igual que
en los casos anteriores, es de sumo interés que pueda proporcionar una indicacion de la pre-
cision con que ha llevado a cabo dicha estimacion. Este indicador consiste en un intervalo de
un determinado nivel de confianza. Para su construccién, utilizamos el hecho de que cuando
observamos n repeticiones de un fenémeno Bernouilli, el numero X de éxitos sigue una distn-
bucién B(n.p), y, para tamafios muestrales 7 suficientemente grandes, puede utilizarse la im-
plicacion del Teorema Central del Limite:

X—-np x/n—p

fi - T - N(Ovl)
ynp(l —p)  \p(l = p)/n
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Esto implica que podemos hallar un punto z,; tal que:

) x/n —
1 —azP(—Za/zg P a/g)

—_— e € 2
\p(1 = p)/n

es decir:

X p(l — p) X p(l — p)
1 — =~ —_— — S < — Zy, —_—
a P(n a/-\/ - ps—+ /z\/ "

lo cual no nos resuelve el problema del modo en que lo hacian los intervalos de secciones an-
teriores. Notese que, en esta ocasion, aunque tuviéramos la muestra y contabilizdsemos el nu-
mero de éxitos x en ella, no podriamos construir el intervalo de confianza a partir del intervalo
probabilistico anterior, debido a la presencia del parametro desconocido p en ambos extremos
del mismo. Para evitar esta dificultad, se sustituye dicho parametro por su estimador, la pro-
porcion muestral x/n, obteniendo el intervalo de confianza del 100(1 — a) %:

x (x/m (1 = (x/n))  x 4 (x/n) (1 — (x/n))
| n <a/2 n ) n “~a/2 n

donde hemos hecho una aproximacion adicional, que sera valida si la muestra es suficiente-
mente grande. ’ :

Ejemplo 9.19. En la primera muestra de gasto en consumo alimenticio, 7 personas declara-
‘ron un gasto superior a las 30.000 ptas. mensuales, una proporcién de 7/20 = 0,35. El inter-
valo del 90 % de confianza para la proporcién poblacional es:

7 (7/200(1 = (7/20)) 7 (7/200(1 = (7/20)) \ _
(“26 — (1,645) \/ % 15g + (1:645) \/ 55 )_

= (0,1745;0,526)

Realmente este intervalo es muy poco informativo, pues afirmar que la proporciéon de perso-
nas que gastan al mes mas de 30.000 ptas. en alimentos estd entre el 17,5 % y el 52,6 % no es
muy-ttil. Ello se debe al reducido tamafio muestral. El lector puede comprobar facilmente que
si la misma proporcién muestral, 0,35, se hubiera obtenido en una muestra de 2.000 per-
sonas, el intervalo de confianza del 90 % para la proporcion poblacional seria: (0,3325 ;
0,3675), mucho més informativo que el que pudimos delimitar con un tamafno muestral
muy inferior.
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Por ultimo, estaremos interesados en ocasiones en coatrastar 1a igualdad de proporciones
de dos poblaciones Bernouilli independientes. Para ello, tomaremos dos muestras de tamario
n'y m, y calcularemos las proporciones de éxitos en cada caso: x/n e y/m. Vimos en la Sec-
cion 8.8.3 que, para tamafos muestrales suficientemente grandes, tenemos la distribucion de
la diferencia de proporciones muestrales:

(1 — (1 = p,
i__y_zN( 2 (1L—p)  p p}))
n m n m

por lo que la variable tipificada:

(2 2) e

n m

\/ p(l — py) + p(l —p)
n m

y podemos recurrir a las tablas de esta distribucion para obtener el punto z,,» de modo que:

(i - L) - (p\' - P\)

n m

= N(,1)

l—a=P —Zq/gg

n

p\(l - p$+ p\(l - [7»)
n g

donde tenemos un problema similar al de la construccion de un intervalo para la proporcion.
en el sentido de que los parimetros desconocidos apareeen en los extremos del intervalo. Lo
resolvemos de modo andlogo, sustituyendo los parametros por sus estimadores, llegando al in-
tervalo de confianza del 100(1 —a) % para la diferencia de proporciones p, - p, en la forma:

-3 (-2

x oy n
LA + :
n m n m

‘ T 202
(X _V) n n m m
— - — )+ + Zan +
n m

Ejemplo 9.20. En la segunda muestra hubo 8 de 12 personas con gasto superior a las
30.000 ptas., una proporcion de 8/12 = 0,666. El intervalo de confianza para la diferencia de
proporciones entre ambas poblaciones es:
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20 12

((0,35 — 0,666) — (1,645) \/(0'35) (1 = 0,35) + (0.666)(1 — 0,666) ;(0,35 — 0,666) +

+ (1.645) \/(0,35)(125 ©.3%) | (0,666)(12— 0.666)

) = (0,033;0.601)

donde el intervalo es amplio, nuevamente, debido a los reducidos tamanos muestrales. No
contiene, sin embargo, a 0, lo que deberia hacernos pensar acerca de posibles diferencias rele-
vantes entre los hdbitos de consumo en ambas ciudades.

EJERCICIOS

9.1.

9.2.

9.3.

9.4.

9.5.
9.6.

9.7.

9.8.

9.9.
9.10.

Se ha extraido una muestra de tamano 3 de una poblacion con esperanza matematica v varianza
desconocidas: u y o2, Pruebe que el estimador: Z = (X1 + 2x2 4+ 3x3)/6 es un estimador insesgado
de . y compare su eficiencia con la de la media muestral.

Considere como esumador de la esperanza matematica la siguiente combinacién lineal convexa

de las observaciones muestrales: u = i ¢,x; donde la suma de los coeficientes ¢, es igual a 1.
i=1

Pruebe que es un estimador insesgado.
A partir de una muestra de tamano n de una poblacion N(u:0?), considere los estimadores de u:

. 1 . 1 . .
U = P i.r, Y Uy = r— ix,. (Cuadl de los dos preferiria en términos del ECAf?

1=1 i=1

Dada una muestra aleatoria simple extraida de una poblacién con esperanza matematica uy va-
rianza ¢°, pruebe directamente. utilizando un argumento similar al del Teorema 9.3, que el cua-
drado de la media muestral tiene esperanza matematica:

2

E(}Z)_: g 2

+ U

Halle la cota de Cramer-Rao para la estimacion del parametro / de una poblacion de Poisson.

Halle la cota de Cramer-Rao para la estimacion del parametro 4 de una poblacién exponencial:

1
ﬂx):—g-e"‘/" O<x<oo 0<f<oo
Pruebe que la media muestral es un estimador insesgado del pardmetro 6 en una distribucién ex-
ponencial, y que su varianza es 62/n. ;Es asimismo un estimador consistente?

Demuestre que la media aritmética es un estadistico suficiente para la funcién de densidad expo-
nencial.

Demuestre que la media aritmética es un estadistico suficiente en una distribucién de Poisson.

Pruebe que en una muestra aleatoria snmple de una poblacién N(u;0?), la cantidad de informa-
cion acerca del pardametro u es I(u) = n/o>.
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9.11.

9.12.

9.13.

9.14.

9.15.
9.16.
9.17.
9.18.

9.19.

9.20.

A partir de una muestra de una poblacion B(n,p), considere €l cociente X/n como estimador del
parametro p. Halle la cota de Cramer-Rao y pruebe que este estimador es eficiente.

Pruebe que la media muestral es un estimador eficiente del parametro 4 en una distribucion de
Poisson P(4).

Suponga que la proporcion de votantes que votan por el Partido Blanco en una determinada elec-
cion se distribuye de acuerdo con la funcién de densidad:

fin)=6p*' 0O0<p<l 0<0<oo

Justo antes de celebrarse las elecciones, se ha encuestado a votantes de 5 distritos, obteniendo
unos porcentajes de votantes declarando su intencion de votar por el Partido Blanco, de: 0.43.
0.46, 0,52, 0,34, 0,32, respectivamente. Estime el parametro 6.

Considere que una funcién de densidad Gamma (a;q) parametrizada:
/‘ a

—_ e 0<x
['(a) h
y tome la media muestral como estimador del parimetro 4. Pruebe que es un estimador sesgado.
calcule su varianza y compdrela con la cota de Cramer-Rao. Muestre que es de minima varianza
dentro de los estimadores con su sesgo.

fixia, q) =

Obtenga el estimador de maxima verosimilitud del parametro u en una poblacion N(u:25).
Obtenga el estimador de maxima verosimilitud del parametro ¢* en una poblacion N(1:0%).
Obtenga el estimador de maxima verosimilitud del parametro § de una distribucion exponencial.

Obtenga el estimador de maxima verosimilitud del parametro 6 de una distribucion geomeétrica:
fix/B) = (1 — '8 x=123..
Sea X, una variable aleatoria que puede tomar k valores NUMEricos: X, X2, ..., Xx con probabili-

n
dades: p1, p2, ---» Dk» CON z p: = \. Esta es la distribucion multinomial. Si se extrae una muestra
i=1

de tamano n, en la que se obtienen n, valores iguales a x,, n, valores iguales a x3, ..., 1, valores

n
iguales a x,, con z x, = n.Probar que el estimador de maxima verosimilitud del vector p = p..
=1

D3, «es Dks €St

Una variable aleatoria tiene como funcion de densidad: fx) = kx*/¢” sobre el intervalo 0<x<Hh
Calcule la esperanza y la varianza del estimador y pruebe que su varianzaes inferior a la propuesta
en la cota de Cramer-Rao. ;Como puede suceder esto?

Represente graficamente la funcion de densidad:
fix/8) = 6 0<x<l 0<6 <o

para:a) 0 = 1/2,b) 6 = 1,0 § =2. Pruebe que el estimador de maxima verosimilitud de 6 es:

. n
0.‘”' = -
In [ﬂl X;

=1
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Dada una muestra aleatoria simple de tamafio » de una poblacién con funcion de densidad:
1
ﬂx):—e—:-xe"‘/" O<x<oo, 0<6<oo

hallar el estimador de mdxima verosimilitud del parametro 6.

Los estimadores de maxima verosimilitud satisfacen una propiedad denominada de invariancia:
el estimador de maxima verosimilitud de una funcién g(6) es: g(6s;-). Utilizar esta propiedad para
hallar el estimador de maxima verosimilitud de la desviacion tipica de la distribucion de Poisson.

Dada una muestra aleatoria simple de tamafo . extraida de una poblacién representada por la
funcién de densidad:

S/ =@+ 1)x* 0<x<l
Hallar el estimador de 6 por el método de momentos.

Obtenga el estimador de momentos del parametro 6 en una distribucién Uniforme sobre el inter-
valo (0,6). y pruebe que es consistente.

Obtenga el estimador de momentos del parametro p en una poblacion B(n.p).
Obtenga los estimadores de momentos de los parametros a v / en una distribucién Gamma Gla.z).

Utilizar el método de momentos para obtener el estimador del parametro 6 en una funcion de
densidad:

O =6 | 0<x<

(Es el estimador 6 = X consistente en la estimacién del parametro / de una distribucion de Pois-
son?

Demuestre que la suma de los elementos muestrales no es un estimador consistente en la estima-
cion del parametro 6 de una distribucion exponencial.

Utilice la desigualdad de Chebychev y la descomposicion del ECM en suma de varianza V sesgo
al cuadrado para probar que si la varianza de un estimador asintoticamente insesgado tiende a
cero al aumentar el tamano muestral. dicho estimador es consistente.

Pruebe que la media muestral es un estimador suficiente de 4 en una poblacién N(u:1). Pruebe
que su cubo también lo es. mientras que X° no lo es.





